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Abstrakt 
 Projektet tager udgangspunkt i et gammelt eksperiment med vibrerende plader, hvormed 
man kan visualisere en stående bølges nodallinier. Nodallinierne danner tilsammen mønstre, kaldet 
nodalmønstre. Grundlæggende kan mønstrene opdeles i tre kategorier; perfekte, uperfekte og 
blandingsmønstre. Hovedformålet med projektet er at undersøge, hvorvidt en matematisk model 
kan bruges til at finde de specifikke blandingsforhold, i de blandingsmønstre vi kan få frem 
eksperimentelt. Vi opstiller en model som kan udregne løsninger der repræsenterer mønstrene i 
eksperimentet. Den visuelle fremstilling af mønstrene fra modellen bliver lavet med programmet 
Mathematica. Modellen er baseret på en løsning til bølgeligningen, som beskriver bølgebevægelser 
i membraner og ikke i plader. Vi har derfor også gennem eksperiment undersøgt, om det er en 
rimelig antagelse at betragte en tynd plade som en membran. Eksperimentet bliver udført med 
aluminiumsplader fastspændt med en skrue i centrum på en vibrator. Vibratoren er tilsluttet en 
funktionsgenerator, hvorved frekvensen kan styres helt præcist. Ud fra analyse af vores forsøg og 
model kan vi konkludere at modellen ikke stemmer fuldstændig overens med vores forsøg. Den er 
dog alligevel tilstrækkelig til at bestemme blandingsforholdende, men med en rimelig stor 
usikkerhed. Grunden til afvigelsen mellem model og eksperiment, skyldes ikke antagelsen om, at 
pladen kan betragtes som en membran Det skyldes at forsøgsbetingelserne med tvungen vibration i 
centrum giver en forvrængning i mønstrene, hvilket resulterer i at mønstrene er uperfekte. 
 
Abstract 
 The project is based on an old experiment concerning vibrations in plates, the experiment 
allows for the visualization of the nodal lines associated with standing waves. The nodal lines form 
beautiful patterns, referred to as Nodal-patterns or Chladni-patterns after the German pioneer. The 
patterns can be divided into three groups; the perfect ones, the imperfect ones and the combined 
ones. The main purpose of this paper is to determine whether it is possible to develop a 
mathematical model based on the wave equation, capable of determining the specific blend ratio in 
a combined pattern produced experimentally.  
We develop a model that approximately represents the nodal patterns in our experiment. The 
patterns from our model are then visualized using the math program Mathematica. The model is 
based on the wave equation in two dimensions, which governs wave propagation in membranes, not 
in plates. Another purpose with our experiment is therefore to determine whether it is reasonable to 
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hypothesize that a thin plate can be perceived as a membrane. The experiment was conducted with 
aluminium plates fastened to a mechanical vibrator with a screw in the centre. The vibrator was 
driven by a function generator, which allowed for the vibration frequency to be controlled with 
great accuracy.  
It is concluded from our analysis, that our model does not provide a very accurate 
representation of the experimental conditions, and therefore cannot determine the blending ratios 
with very great accuracy. The reason for this divergence is concluded not to be because of the 
hypothesis that we can consider a thin plate a membrane. But rather on the experimental conditions, 
with the plate being vibrated from its centre, which we have not been able to correctly incorporate 
into the model.  
 
1. Forord 
 Ideen til Chladni mønstre var absolut ikke den første ide vi havde til et fysikprojekt. Først 
kredsede vi om ideen, at undersøge muligheden for at bygge en rumelevator. Da dette ikke var en 
mulighed begyndte vi at tænke i fænomener eller nærmere myter, hvorefter det lykkedes os at løbe 
ind i adskillige blindgyder. Denne søgen efter fænomener havde ført os ind i lyd og bølgeuniverset, 
som vi besluttede at holde os til. Herefter gled vi ind i akustikkens univers, hvor vi med inspiration 
fra tidligere projekter hurtigt fandt flere problemstillinger. Her blev vi dog begrænset af midler til 
rådighed eller rettere sagt midler, som ikke var til rådighed. I forvirringen var vi yderligere kort 
rundt om et par projektforslag, før vi stødte på det gamle Chladni forsøg, omhandlende visualisering 
af bølger i plader. 
 Projektet hører i høj grad under semesterbindingen på 2. semester naturvidenskabelig 
basisstudie, som omhandler ”model & eksperiment” forholdet.  
 Forud for forsøget bliver der opstillet en teoretisk model, som underbygger vores hypoteser i 
forbindelse med problemformulering. Besvarelsen af problemformuleringen er i dette tilfælde 
afhængig af forsøgets resultater. I form af dette udspiller der sig et sammenspil mellem model og 
eksperiment i projektet, som i høj grad passer til semesterbinding angående model og eksperiment. 
Modellen opstilles på baggrund af teoretiske udledning af formel samt erfaring fra tidligere 
eksperimenter. I virkeligheden er Chladni mønstre, i den betydning vi tillægger navnet, en 
overordnede beskrivelse af forsøg med svingende plader, hvorpå Chladni mønstre opstår. I 
forlængelse deraf er Chladni mønstre et forholdsvis kendt og gennemprøvet forsøg, så vi har forsøgt 
at ligge en ny og spids vinkel på forsøget.   
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 Projektet har umiddelbart intet samfundsmæssigt formål og bliver derfor alene lavet på 
baggrund af interesse for naturvidenskaben. Vi udforsker naturvidenskaben for naturvidenskabens 
skyld. 
 Da det er et fysikprojekt på 2. semester naturvidenskabelig basisstudie, som er behandlet 
derefter, er det primært henvendt til personer med en grundlæggende viden om fysik og matematik 
på universitetsbasisniveau.  
 
 Hele indledningsafsnittet fungerer som en præsentation af projektet og forsøget i al 
enkelhed. Herunder er problemfelt, problemformulering, metode og semesterbinding. Metoden 
indeholder naturligvis en beskrivelse af hvorledes problemformuleringen besvares og i 
problemfeltet bestræber vi at forklare og afgrænse problemformuleringen. Teoriafsnittet i rapporten 
er opbygget omkring bølge – og svingningsteori og derudover indeholder den både fysiske og 
matematiske redegørelser for vores model. Modelafsnittet vil indeholde en grundig redegørelse af 
modellen, som bliver brugt til besvarelsen af problemformuleringen. Derudover indeholder 
rapporten et eksperimentafsnit, hvor vi beskriver de to væsentligste eksperimenter og et 
resultatafsnit, hvori resultaterne er nedskrevet og mønstre fremvist. Dataanalysen er herefter en 
bearbejdning og sammenligning af vores resultater, hvor de i diskussionen bliver diskuteret. 
Herunder hvorvidt de stemmer overens med modellen og teorien bag. Konklusionen vil naturligvis 
indeholde en kort og præcis besvarelse af vores problemformulering.  
 
2. Indledning 
 Ideen til forsøget med de vibrerende plader, stammer fra et forsøg første gang foretaget i 
slutningen af 1700-tallet.. Forsøget udført af videnskabsmanden Ernst Chladni henrykte samtiden, 
og skabte ham stor berømmelse [Waller D., 1961, side xviii]. I en sådan grad at han kunne rejse 
Europa rundt og fremvise forsøget for begejstrede videnskabsmænd og det bedre borgerskab. At 
forsøget blev så populært hænger sammen med tidsånden der dominerede Europa i den perioden, vi 
nu kalder oplysningstiden. 
Eksperimentet går ud på at man ved hjælp af tynde metal plader og fint sand kan visualisere 
det akustiske fænomen stående bølger. Pladerne sættes i svingninger og ved bestemte frekvenser, 
kaldet resonansfrekvenser, danner sandet et mønster, som visualiserer hvor de stående bølger har 
nodallinier. Mønstret, som er et billede på bølgens bevægelse, afhænger af mange variable. 
Herunder frekvensen pladen vibrerer med, pladens form, materiale og ikke mindst 
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randbetingelserne. Randbetingelserne er overordnet inddelt i tre kategorier; fri, fastspændt eller let 
støttet[Rossing og Fletcher, 1995,side 71]. Kompleksiteten af nodalmønstrene afhænger af, hvor høj 
en resonansfrekvens pladen svinger med. Des højere frekvens, des flere nodallinier og mere 
detaljerede mønstre. 
Hvert mønster kan beskrives ud fra en m og en n værdi, der begge er hele positive tal. 
Disse to værdier kommer sig af den matematiske model der beskriver mønstrene. I de fleste tilfælde 
er det muligt med den rigtige teknik, at tælle m og n for mønstret. Den rigtige matematiske model 
for vibrationer i plader, en 4.ordens differentialligning, blev formuleret af den kvindelige franske 
fysiker Sophie Germain i 1815 [Rayleigh, 1945].  
En af de vigtigste kilder til rapporten må siges at være Mary D. Waller, der i midten af det 
20-århundrede, med stor entusiasme forskede i problemet om de vibrerende plader. Hun skrev 
efterfølgende over 30 videnskabelige afhandlinger og en bog om eksperimentet. Hun opstillede bl.a. 
et geometrisk system for Chladni mønstrene for både kvadrater, rektangler og cirkler. Overordnet 
skelnede hun mellem 3 former for mønstre; de perfekte mønstre, de uperfekte mønstre og 
blandingsmønstrene. De perfekte mønstre er de mønstre der stemmer overens med den idealiserede 
fysiske model for vibrationer i plader. Eksperimentelt vil de kun opstå under ideelle betingelser, 
dvs. pladen skal kunne vibrere helt frit, den skal være af perfekt homogent materiale og må ingen 
ujævnheder have. Af denne grund er helt perfekte mønstre nærmest umulige at fremstille i 
virkeligheden[Waller D., 1961, side 32]. Modsat repræsenterer de uperfekte mønstre alle mønstre 
som opstår, når de fysiske betingelser ikke er optimale. Sidst men ikke mindst opstår 
blandingsmønstrene, som består af to separate mønstre med samme eller næsten samme 
egenfrekvens. Mønstret der fremkommer på pladen er derfor en blanding af de to mønstre, deraf 
navnet. 
 
2.1 Problemfelt: 
Det er ikke muligt blot at kigge på et mønster for at bestemme om det er et 
blandingsmønster. Herunder hvilke mønstre det er en blanding af og i hvilket forhold mønstrene er 
blandet. For at besvare disse spørgsmål har man brug for at en model, der kan beskrive mønstrene. 
Det viser sig gennem en analyse af en model, bygget på bølgeligningen, at det er muligt at finde et 
sideforhold til en plade, således at to kendte mønstre har samme frekvens. Det vil derfor være 
muligt at fremstille en plade med specifikke sidelængder, hvorpå et kendt blandingsmønster vil 
opstå. Idet vi kender de to mønstre der indgår i blandingsmønstret, burde det være muligt v.h.a. 
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modellen at finde frem til blandingsforholdet. Problemet består således i, hvorvidt vi kan vurdere 
blandingsforholdet i et blandingsmønstret med vores model. Bølgeligningen i to dimensioner 
repræsenterer bølger i membraner og ikke bølger i plader. Grunden til at vi bruger bølgeligningen 
og ikke Sophie Germains ligning, er at løsninger til denne er af en meget simplere karakter. Det 
medføre at vi er nødsaget til at undersøge, hvorvidt bølgeligningen er tilstrækkelig som model, samt 
om modellen kan tilpasses forsøgsopstillingen. Hvilket leder os frem til problemformuleringen.  
 
2.3 Problemformulering 
Kan vi ved hjælp af eget eksperiment lave specifikke blandingsmønstre og derefter 
vurdere blandingsforholdet, ud fra en teoretisk model baseret på bølgeligningen? 
 
2.4 Metode  
 Problemet vil først blive angrebet litterært og herefter praktisk. Litterært i form af, at søge 
efter så meget materiale om forsøget, herunder både basal svingnings – og bølgeteori og diverse 
videnskabelige rapporter, samt artikler om forsøget. Der er hovedsageligt blevet søgt på Roskilde 
universitets bibliotek samt deres eksterne databaser og elektroniske tidsskrifter.  
  Vi har anskuet projektet som todelt. Første del gik ud på at vurdere 
blandingsforholdet for et specifikt blandingsmønster, ved hjælp af vores model. Anden del gik så ud 
på at efterprøve vores model, og vurdere hvor god en model i forhold til vores forsøg.  
Forarbejde til hovedforsøget omhandlende blandingsmønstrene har vi ved hjælp af vores 
model, bygget på bølgeligningen, udregnet de specifikke sideforhold af pladen. Vi valgte at 
undersøge to forskellige blandingsmønstre for to plader. Pladerne blev udskåret med en usikkerhed 
på 1/100mm, for at leve bedst muligt op til modellen. Forsøget blev udført med vores egen 
forsøgsopstilling, som var inspireret af lignende forsøg.. Da vi ikke havde mulighed for at udfører 
forsøget med fuldstændig frie plader, var det nødvendigt at tilpasse modellen til vores eksperiment, 
så vidt det var muligt. Billeder af blandingsmønstrene med forskellige blandingsforhold blev 
derefter konstrueret ud fra modellen i computerprogrammet Mathematica. Således at vi kunne 
sammenligne mønstrene fra modellen med dem fra eksperimentet og derved bestemme 
blandingsforholdet.. 
Vores andet forsøg blev lavet med kvadrater af forskellig tykkelse. Formålet med dette 
forsøg var at efterprøve modellen. Først undersøgte vi om tykkelsen havde nogen indflydelse på 
mønstrenes udseende. Dette var relevant for projektet, da vores model antager at pladen kan 
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opfattes som en membran uden tykkelse og indre stivhed. Det var derfor vigtigt at vide om 
mønstrene ville ændre udseende ved forskellige pladetykkelser. Derudover kunne vi sammenligne 
mønstrene fra modellen med de eksperimentelle mønstre, for således at vurdere hvor godt model og 
eksperiment stemte overens. Til dette formål blev der også sammenlignet med mønstre fundet i 
litteraturen.  
Med de to forsøg mener vi at der er tilstrækkelig med data til at underbygge en ordentlig 
diskussion og konklusion på problemformuleringen. 
  
3. Teori 
 I teorien vil vi redegøre for al viden vi har indsamlet os om emnet og som er relevant i 
sammenhængen. Teoriafsnittets første del er en generel introduktion til begrebet bølger og 
fænomenerne interferens, resonans og stående bølger. Dette afsnit skal læses som baggrundsviden 
for projektet, og bliver derfor ikke direkte brugt i analysen eller diskussionen. Afsnittet lægger dog 
op til udledningen af vores model. 
 
3.1 Bølger 
Så snart ordet bølger dukker op i en hverdagssammenhæng, vil ordet hos langt 
størstedelen associeres til et billede af havet i bevægelse, altså vi opfatter bølger som 
vandbevægelser. Det er ikke helt forkert alt efter hvilken definition der tales om, men det er langt 
fra en tilstrækkelig beskrivelse i fysikken. Bølger er grundstenen i underemner i fysikken, som bl.a. 
akustik og dynamik. Når havet påvirkes af en ydre kraft, opstår der bevægelse i vandet i form af 
bølger. Dette er tilfældet for alle mekaniske bølger, da de opstår som følger af en mekanisk 
påvirkning. Både lyd og lys er bølgefænomener, men opfører sig meget forskelligt, idet der skelnes 
mellem mekaniske og elektromagnetiske bølger. Hvor lyd er en mekanisk bølge. [I. S. Grant et al., 
2001] 
Den baggrundsviden der ligger til grund for forståelsen af forsøget med de vibrerende 
plader, er i store træk forståelse af bølger og bølgefænomener. Det er derfor essentielt, at komme 
ind på generel svingningsteori og redegøre for basalt teori om bølger og derefter komme ind på de 
mere konkrete bølgefænomener, der optræder i forsøget. Det omhandler bl.a. fænomener som; 
interferens, stående bølger og resonans.  
 
3.1.1 Basal viden om bølger 
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En bølge er en periodisk bevægelse, der gentager sig selv indenfor et givent tidsinterval. Det 
kan være mekaniske lydbølger, elektromagnetiske lysbølger eller blot en simpel mekanisk bølge på 
en streng. Vi beskæftiger os kun med mekaniske bølger, som kun optræder i et medie, dvs. gasser, 
flydende eller faste stoffer. Der skelnes i store træk mellem to slags mekaniske bølgebevægelser: 
[Aksel Nielsen, 1976] 
• Transversale(tværsvingende) bølger: Dette kunne f.eks. være en bølge på en streng. De er 
karakteriseret ved, at en partikel på strengen vil svinge på tværs af bølgens 
udbredelsesretning, se figur 1. Disse bølger vil vi primært beskæftige os med, da det er 
denne slags der observeres i forbindelse med Chladni-mønstrene. 
• Longitudinale(længdesvingende) bølger: Partiklerne bølgen bevæger sig igennem, svinger 
parallelt med bølgens udbredelsesretning. Denne type bølger vil man normalt forbinde med 
lydbølger.  [ Halliday et al., 2005] 
Både longitudinale og transversale bølger er rejsende bølger, som har en startposition og en 
slutposition. Derfor har bølgen også en hastighed ν i udbredelsesretningen. Der eksisterer også en 
tredje slags bølge, kaldet Rayleigh bølgen eller Love bølgen, som er en blanding af de to 
ovenstående bølger [Gjøe, T et al, 1998] 
 
 
 
Figur 1[Benone og Elvekjær., side 203]; Billede viser øverst en transversalbølge og nederst en longitudinalbølge i en 
fjeder. Billedet viser at ransversalbølgen svinger vinkelret på bevægelsesretningen. Longitudinalbølgen svinger langs 
bevægelsesretningen, som lineært udbreder sig mod højre 
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3.1.2 Simpel harmonisk svingning 
 
Figur 2 [Halliday et al. 2005, s. 417]: Viser en harmonisk svingning der bevæger sig i positiv x-retning. λ er 
bølgelængden og ym er amplituden. 
 En bølge på en streng er en simpel harmonisk svingning og kan matematisk nemt beskrives 
med en sinus- eller cosinusfunktion afhængende af stedet x og tiden t. Hvor funktionsværdien 
repræsentere den vertikale forskydning af et punkt på strengen. Matematisk kan en bølge der 
bevæger sig gennem en streng beskrives således: 
)sin(),( tkxytxF m ω−=    (1) 
De forskellige variable vil blive beskrevet hen af vejen. Amplituden ym er den maximale 
funktionsværdi og dermed det maksimale udsving på bølgen, se figur 2. ym er differencen mellem 
enten bølgedal eller bølgetop og ligevægtsposition. Samtidigt er amplituden en målestok for energi i 
bølgen, jo mere energi des højere amplitude. Hvilket normalt opleves når man skruer op for lyden 
på f.eks. stereoanlægget.  
Perioden T er den tid det tager en partikel på strengen at gennemgå en hel svingning, 
før den begynder at gentage sig selv. Matematisk kan det formuleres som at  
F(x,t) = F(x,t + T) for alle t. Hvilket vil sige at;   
ym sin(kx – ωt) = ym sin(kx – ω(t + T)) = ym sin(kx – ωt – ωT), 
det ses at ωT er perioden for sinus som er 2π. 
Vinkelfrekvensen ω beskriver således den cykliske hastighed af bølgen, den har 
enheden radianer pr. sekund, og er defineret som: 
T
pi
ω
2
=    (2) 
Bølgelængden λ er den stedafhængige analogi til den tidsafhængige periode T, se figur 
1 og har enheden meter. på samme kan vi opstille udtrykket F(x,t) = F(x + λ,t) for alle x. Det ses at 
kλ=2π. 
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 Bølgenummeret k er derfor defineret som: 
λ
pi2
=k    (3) 
Bølgenummeret er som det ses af ligningen et udtryk for bølgelængden, jo større k des mindre 
bølgelængde. Fra hverdagen kender vi ultralyd i den ene ende af lydspektret, med meget lille 
bølgelængde og infralyd i den anden ende af lydspektret med stor bølgelængde. 
Frekvensen f er svingningshastigheden, dvs. antal svingninger eller perioder pr. 
sekund og er derfor den reciprokke værdi af perioden. Samtidigt kan den også bestemmes ved hjælp 
af vinkelfrekvensen eller hastigheden og bølgelængden: 
λpi
ω v
T
f ===
2
1
   (4) 
Frekvensen og vinkelfrekvensen har begge enheden s-1, som beskrevet fra ligningen. Denne enhed 
kaldes hertz.  
Bølgens hastighed ν er den hastighed hvormed ”bølgeformen” bevæger sig igennem 
strengen. Det er altså ikke hvor hurtigt en partikel på strengen bevæger sig. Hastigheden er defineret 
som v =fλ. [Halliday et al. 2005] 
 
3.1.3 Interferens 
Interferens opstår, når to bølger møder hinanden og medvirker eller modvirker hinanden, 
altså interfererer.  Bølgerne der interfererer med hinanden danner tilsammen en ny bølge der er 
summen af de to. Når bølgerne har passeret hinanden vil de igen optage hver deres oprindelige 
form. Interfererende bølger kan være bølger fra hver deres kilde eller det kan være bølger fra den 
samme kilde, som det er tilfældet når bølgen reflekteres. Interferens kan skabe to overordnede 
situationer, konstruktiv og destruktiv interferens; 
• Konstruktiv interferens: Når to bølger med ym i amplitude mødes og interferere med 
hinanden og den resulterende bølges amplituden er større en end ym, y’m > ym.  
• Destruktiv interferens: Når to bølger med ym i amplitude mødes og interferere med hinanden 
og den resulterende bølges amplituden er større en end ym, y’m < ym.  
 
Kort sagt er destruktiv interferens subtraktion af de to svingninger, mens konstruktiv 
interferens er addition af dem. [Elvekjær og Benone, 2005] se figur 3.  
Fænomenet kan naturligvis beskrives matematisk, som vil blive gjort i følgende: 
Lad en bølge, som løber gennem en streng blive defineret som; 
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)sin(),(1 tkxytxy m ω−=    (5) 
og en anden forskudt bølge som; 
)sin(),(2 φω +−= tkxytxy m   (6) 
Som det fremgår af ligningerne varierer disse kun i den konstante vinkelφ , kaldet fasekonstanten. 
Amplitude ym, vinkel bølgenummer k og vinkelfrekvens ω er de samme i de to ligninger. Med 
andre ord, bølgerne har en faseforskel φ .  
Hvis y1(x, t) og y2(x, t) er forskydningerne på strengen vis bølger kører langs strengen 
hver for sig, så gælder princippet for superposition af bølger at:  
y´(x, t) = y1(x, t) + y2(x, t),   (7) 
hvor y´ er summen af de to amplituder af bølgen, når bølgerne overlapper. Bruges dette i 
sammenhæng med interferens gælder formel (3), som udskrevet: 
y´(x, t) = ym sin(kx – ωt) + ym sin(kx – ωt +φ  )   (8) 
 Ud fra den trignomiske identitet:  
sin α + sin β = 2 sin ½ (α + β) cos ½ (α – β),  (9) 
kan vi således omskrive ligning 8: 
 
y´(x, t) = [2ym cos ½ φ] sin(kx – ωt + ½ + φ  ),  (10) 
 
hvor y´(x, t) er den totale forskydning, når de to bølger overlapper.  
 Det fremgår af ligningen at, når den konstante vinkel φ  er 180 grader eller π rad, så er den 
totale forskydning 0, idet cos π/2 = 0. Dvs. bølgerne er forskudt præcist ½ fase i forhold til 
hinanden og resultatet bliver total destruktiv interferens. På samme måde når φ  = 0, så er den totale 
forskydning maksimal svarende til cos 0 = 1 og resultatet er total konstruktiv interferens, se figur 3.  
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Figur 3 [Halliday et al. 2005, s 428]; Figuren viser interferens på tre forskellige stadier mellem to bølger i et 2-
dimensionelt  koordinatsystem, hvor den resulterende bølge vises på de tre nederste billeder. Det første billede fra 
venstre viser den resulterende bølge efter total konstruktiv interferens mellem to bølger. Bølgerne er ens, dvs. de har 
samme hastighed, bølgelængde og amplitude og faseforskellen Φ er lig med 0. Dette medfører, at den resulterende 
bølge oplever en fordobling i amplitude. Det midterste billede viser den resulterende bølge efter total destruktiv 
interferens. Denne gang har bølgerne en faseforskel Φ lig med π rad, dvs. 180 grader til forskel. På det sidste billede 
mødes to bølger endnu engang og faseforskellen Φ lig med 2/3π rad.  Der sker ingen forandring med amplituden i den 
resulterende bølge i forhold. 
 
3.1.4 Stående bølger og resonans  
I forlængelse og i forbindelse med interferens opstår fænomenet stående bølger. 
Stående bølger opstår når to sinusoidale bølger med samme bølgelængde og amplitude løber i hver 
deres retning på en streng. Deres interferens med hinanden skaber i dette tilfælde stående bølger. 
Dette medfører at forskydningen vil være nul i nogle punkter af den resulterende bølge, disse 
punkter kaldes knudepunkter eller noder. I andre punkter vil bølgen have maksimal udsving, som er 
summen af de to amplituder, disse punkter kaldes bugpunkter eller antinoder. Navnet kommer af at 
bølgen står stille, se figur 4.  
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Figur 4 [Gjøe et al. 1998, side 40]: På figuren se en stående bølge, hvor knude- og bugpunkter er markerede. 
Punkterne hvor amplituden er nul laver bølgerne så destruktiv interferens og skaber knudepunkter eller noter.  
 
Beskrevet matematisk med udgangspunkt i interfererende bølger gælder det: 
y1(x, t) = ym sin (kx – ωt),   (11) 
for den ene bølge og: 
y2(x, t) = ym sin (kx + ωt),   (12), 
for den anden bølge. Bruger vi igen princippet om superposition, kan ligningen omskrives til: 
y´(x, t) = y1(x, t) + y2(x, t),   (13) 
Dette medfører endeligt at: 
y´(x, t) = [2ym sin kx] sin ωt,  (14) 
 
Vi betragter en streng bundet til en vibrator i den ene ende og bundet fast i den anden. 
Vibratoren sætter strengen i svingninger ved en bestemt frekvens og den skaber en kontinuert 
sinusoidal bølge i fremadgående retning. Så snart bølgen når enden af strengen skaber den en 
identisk reflekterende bølge, som overlapper den fremadgående bølge og derefter reflekterer endnu 
en bølge i den anden ende. Dette fortsætter og resultere i, et utal af overlappende bølger, som 
interferer med hinanden. Ved bestemte frekvenser skaber interferensen stående bølger, hvor 
bølgerne svinger omkring knudepunkterne. De bestemte frekvenser kaldes egenfrekvenser eller 
resonansfrekvenser, idet bølgen siges at resonere ved disse frekvenser.  
Resonansfrekvenserne afhænger af bølgelængden λ, såvel som af hastigheden v. 
Den følgende ligning angiver resonansfrekvenser for stående bølger på en streng, hvor begge ender 
af strengen er knudepunkter: 
L
v
n
vf
2
== λ , n = 1, 2, 3,… 
hvor n repræsenterer det nummeret på overtonen minus én og L er længden af strengen. Den laveste 
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frekvens, hvor stående bølger opstår, er når n er 1, dette kaldes også grundfrekvensen. Den anden 
laveste overtone er når n er 2, denne kaldes 1.overtone. 2 overtone er når n er 2 osv.  
 
 
3.2 Bølgeligningen 
 
Der vil i dette afsnit blive redegjort for bølgeligningen og dens matematiske og fysiske 
betydning. Bølgeligningen er den differentialligning, der bestemmer udbredelsen af bølger af alle 
slags. Lad os starte med at opskrive bølgeligningen i sin simpleste form: 
)....( 2
2
2
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   (15) 
Det ses at bølgeligningen er en 2.ordens partiel differentialligning. Hvor u er en funktion, 
afhængig af tiden og n stedvariable, der opfylder differentialligningen. Vi betragter her 
bølgeligningen (15) for n=1 og n=2, som har formen: 
2
2
22
2 1
x
u
ct
u
∂
∂
=
∂
∂
   (16) 
og i 2.dimensioner:  
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Således fastslår bølgeligningen at enhver funktion u der beskriver udbredelsen af en bølge, 
hvor funktionsværdien af u repræsentere udsvinget af bølgen, skal være en løsning til 
bølgeligningen. Følgende er et eks. på en funktion der kunne være en løsning til bølgeligningen i én 
dimension: 
)()( ctxgctxfu ++−=    (18) 
u differentieres to gange for x: 
)´´()´´(2
2
ctxgctxf
x
u
++−=
∂
∂
  (19) 
og to gange for t: 
))´´()´´((22
2
ctxgctxfc
t
u
++−=
∂
∂
   (20), 
hvorefter det ses der kun er konstanten c2 til forskel, og at den derfor er en løsning til 
bølgeligningen. Det eneste der kræves af funktionerne f og g er at de er differentiable to gange. Der 
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findes altså uendeligt mange løsninger til bølgeligningen, men som funktionerne f og g bruges 
normalt de trigonomiske sinus og cosinus funktioner. 
 
3.2.1 Fysisk udledning af bølgeligningen i én dimension 
Dette afsnit vil gøre denne ellers lidt ”flyvske” bølgeligning mere håndgribelig. Det gælder 
både for læser og for skribent, da den udover at udlede bølgeligningen med andre ord giver et mere 
forståeligt overblik over bølger generelt. Afsnittet er bygget på udledningen fra ”Fundamentals of 
physics” [Halliday et al. 2005], og er en udledning af bølgeligningen i en dimension. Der tages 
udgangspunkt i en 1-dimensionel bølge som passerer igennem en streng. Den udledes v.h.a. 
Newtons 2.lov (21): 
maF =    (21), 
hvor de variable er henholdsvis; kraft, masse og acceleration. Strengen vi kigger på kaldes en ideel 
streng, idet den ikke har nogen indre ”stivhed” eller friktion. Den genoprettende kraft kommer kun 
fra den trækkraft der bliver udøvet på enderne af snoren. På figur 5a ses et lille stykke af strengen 
med længde l, masse dm og linear densitet µ.  
 
 
Figur 5 [Halliday et al. 2005, s. 425]: Figur (a) viser et lille strengelement i et koordinatsystem med længden l og 
kræfterne F1 og F2 i enderne, hvor ay viser accelerationen på strengelementet. Figur (b) viser kraftvektoren F2 delt op i 
dens x og y komposanter. 
 Spændingen i strengen benævnes τ og er defineret som størrelsen af kræfterne F1 og F2, som 
trækker i henholdsvis venstre og højre side af strengelementet. Derfor er skalaerne F1 = F2 = τ.  
Fra vores viden om bølger ved vi, at der er tale om en transversal bølge og strengelementet 
vil da bevæge sig vinkelret på bølgens hastighed, i dette tilfælde op og ned af y-aksen, se figur 5a. 
Fra Newtons 2.lov (21) ved vi at der kun kan ske en acceleration hvis der er en kraft tilstede. I dette 
tilfælde er det summen af F1 og F2’s y-komposanter, betegnet Fnety, der giver accelerationen og 
bevægelsen i y-retningen. Da strengelementet ikke bevæger sig i x-retningen, kan der ikke være 
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nogen acceleration i x-retningen, ergo må Fnetx = F1x + F2x = 0. Dvs. F1 og F2’s x-komposanter er 
lige store men modsatrettede.  Bevægelsesligningen for strengelementet kan derfor opskrives som 
følgende: 
yyy dmaFF =− 12    (22) 
Vi kigger på de tre størrelser; acceleration, masse og kraft, og omskriver dem. Der antages at 
bølgens amplitude er meget lille, på den måde kan streng elementet kun have lille hældning og man 
kan derfor som en god tilnærmelse gå ud fra at l ≈ dx, se figur 5a. Massen kan dermed skrives som: 
dxdm µ=    (23) 
Accelerationen kan skrives som den anden tidsafledte af stedkoordinaten y. Da y er en 
funktion af x og t, skal den skrives som den partielle afledede: 
2
2
t
y
a y ∂
∂
=    (24) 
Kraften F på strengelementet kan ligeledes opskrives. Betragter man figur 5b ses det at 
kræfterne i hver ende af strengelementet virker tangentielt til strengen. Der kan derfor opstilles en 
sammenhæng mellem kraftens komposanter i x og y-retningen og hældningen af strengen S: 
2
2
2 S
F
F
x
y
=    (25) 
Herefter opstilles en sammenhæng mellem strengspændingen τ og kraftkomposanterne. 
2
2
2
22 yx FFF +==τ   (26) 
Da vi generalisere ud fra en bølge med meget lille amplitude, vil hældningen på 
strengelementet være forholdsvis lille og y-komposanten derfor være meget mindre end x-
komposanten, hvilket fører til forenklingen: 
xF2=τ    (27) 
hvor der antages at F2y ikke har nogen reel betydning. Hvilket indsat i (25) giver: 
22 SF y τ=    (28), 
og med samme fremgangsmåde fås 
11 SF y τ=    (29) 
 
Der er således et udtryk for alle nødvendige elementer til at sætte ind i kraftligningen, som 
er Newtons 2. lov (21); kraftkomposanterne i y-retningen, massen af strengelementet og 
accelerationen. Med en lille rokade kommer (21) til at se sådan ud: 
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Der forenkles yderligere. Som tidligere beskrevet medfører den lille amplitude kun en 
mindre hældning. Differencen mellem S1 og S2 skrives herefter som dS, idet den lille hældning 
medfører at de kun afviger fra hinanden med en differentiel størrelse. S, strenghældningen overalt 
på strengen, kan skrives som S = dy/dx, heraf omskrivningen: 
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   (31), 
hvorefter følgende gælder: 
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   (32) 
Herefter kan vi ud fra sammenhængen:  
µ
τ
=c    (33), 
hvor c er den hastighed hvormed lyden rejser i strengen, slutte; 
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  (34), 
hvilket er bølgeligningen i én dimension[Halliday et al. 2005]. 
 
3.2.2 Bølgeligningen i 2.dimensioner 
Der kan med de samme ræsonnementer udledes en bølgeligningen i to dimensioner, det er 
dog mere kompliceret. Den resulterende differentialligning er af samme form som den 1-
dimensionelle, men tilsat med et ekstra led. Udsvinget i pladen er repræsenteret af funktionsværdien 
z: 
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I stedet for at repræsenterer bølgebevægelse i en ideel streng som bølgeligningen i én 
dimension, repræsentere bølgeligningen i to dimensioner bølgebevægelse i en ideal membran. Hvor 
membranen i analogi til strengen ingen indre stivhed eller friktion har. 
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3.2.3 Bølger i plader 
Den kvindelige fysiker Sophie Germain udledte som sagt i 1816 en 4.ordens ligning til 
beskrivelse af bølger i plader. Nøjagtig som vi har brugt bølgeligningen som model er det ligeledes 
muligt at bruge hendes 4. ordens diffrentialligning som model. I teorien ville hendes ligning være 
en bedre model, idet bølgeligningen kun beskriver bølger i membraner og ikke i plader. Vi har dog 
som mål at opstille en model, som blot er tilstrækkelig til besvarelse af vores problemformulering 
og da bølgeligningen er en langt simplere model, vil den klart være at foretrække. Spørgsmålet er 
hvorvidt den er tilstrækkelig, et spørgsmål som kan besvares ved sammenligning af løsningerne til 
de to modeller. Vi vil derfor i følgende afsnit kort beskrive denne 4. ordens ligning og hvorledes 
plader bliver defineret. Dette vil da senere bruges i diskussionen til sammenligning af de to 
ligninger.         
Det kan være et problem at finde ud af hvordan man matematisk skal opfatte plader. Reelt er 
plader 3-dimensionelle, idet de har en tykkelse. De kan dog opfattes som 2-dimensionelle 
membraner med indre stivhed. Bølgeligningen i to dimensioner er en matematisk beskrivelse af 
bølger i membraner, hvor der ikke indgår indre stivhed. Det kan derfor være problematisk at benytte 
bølgeligningen til beskrivelse af bølger i plader. Den korrekte 4.ordensligning til beskrivelse af 
bølger i tynde plader fandt forskeren Sophie Germain frem til[Rayleigh, 1945]. Ligningen tager 
udgangspunkt i opfattelsen af, at pladen betragtes som en 2-dimensionel stang eller en membran 
med indre stivhed [Rossing og Fletcher, 1995]: 
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hvor E er en materiale konstant kaldet Young’s modul, σ er en materiale konstant kaldet Poisson’s 
ratio, h repræsentere tykkelsen og ρ er densiteten af pladen [Waller, 1961]. I bølgeligningen er det 
kun er den ydre spænding som opretholder den reetablerede kraft. Derfor skal en streng eller 
membran derfor være under påvirkning af en ydre spænding, for at kunne vibrere.  En stang eller en 
plade kan derimod vibrere uden en tilført ydre spænding[Rossing og Fletcher, 1995]. En løsning til 
denne ligning kunne se således ud: 
ω = um(x) un(y) + un(x) um(y) = 0,    (37) 
um og un er løsningerne for den vibrerende stang [Waller, 1939], i analogi til løsningerne for den 
vibrerende streng. Pladen kan altså opfattes som et uendeligt fint gitter af stænger, ligesom 
membranen opfattes som et uendeligt fint gitter af strenge.  
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4. Model 
 I forlængelse af teorien beskriver dette afsnit den model, som bruges i forbindelse med 
forsøget. Modellen angående blandingsmønstre tager udgangspunkt i løsningen til bølgeligningen, 
som beskrevet i afsnit 4.1. På baggrund af dette udledes en konkret model for kvadratet og 
blandingsmønstrene på rektangel. Modellen bruges derefter til at udregne sideforholdene for 
rektangel og til at konstruere billeder til sammenligning med eksperimentet.  
 
4.1 Løsninger til bølgeligningen i 2.dimensioner 
 
Hele projektets problemstilling fremkom ved en analyse af løsningen til bølgeligningen. 
Problemet, at der i specielle tilfælde kan optræde to forskellige nodalmønstrer ved den samme 
frekvens, kan nemlig ses ud fra en analyse af bølgeligningen. Før denne konklusion kan drages skal 
man dog først igennem en del omfattende regning. 
 Løsninger til bølgeligningen findes der mange af, rigtig mange, men der er specielt en af 
metoderne, til at finde frem til nogle af disse, som synes at gå igen i vores litteraturstudier[Rogers, 
2005 + Rossing og Fletcher, 1995]. Følgende afsnit tager udgangspunkt i ”Donald W. Rogers: 
Einsteins Other Theory”. Metoden tager udgangspunkt i den antagelse, at funktionen u(x,y,t) kan 
separeres i to uafhængige funktioner F(x,y)T(t), hvilket er meget at antage, det viser sig dog at 
løsningerne der opfylder dette krav er særdeles gode. F er funktion afhængig af sted og T er 
funktion afhængig af tid. Så u(x,y,t) = F(x,y)T(t), dette kan vi gøre da det gælder at en differentialligning 
er mulig at separere, hvis de variable kan opstilles på hver sin side af ligningen. Indsættes dette 
udtryk i bølgeligningen i to dimensioner fås at: 
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på venstre side kan vi trække leddet T(t) udenfor en parentes, da der ikke differentieres med hensyn 
til tiden. På samme måde kan vi trække F(x,y) udenfor differentialbrøken på højre side, da der kun 
differentieres med hensyn til t. Divideres der igennem med F(x,y)T(t) på begge sider fås: 
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Her holdes t konstant, hvorefter det følger at højresiden vil være konstant, hvilket endvidere 
medfører at venstresiden vil være konstant for alle værdier af x og y. Er venstresiden konstant for 
  - 22 -   
alle værdier af x og y, må højresiden nødvendigvis være lig den samme konstant for alle værdier af 
t. Denne konstant kalder vi -β2 og de to ligninger kan skrives op på følgende: 
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Den interessante ligning, for os at undersøge, er den første (41) hvor kun x og y optræder 
som variable. Denne differentialligning fortæller os altså om ”formen” på bølgen, hvilket er hvad vi 
er interesserede i når vi studerer Chladni-mønstrer. Igen vil vi antage at F kan splittes op i to 
uafhængige funktioner, F(x,y)= X(x) Y(y): 
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som er  
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der rokeres og fås 
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Det ses af ligningen at hvis y holdes konstant vil 2
2X(x)
X(x)
1
x∂
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nødvendigvis også være en konstant 
for alle værdier af x, denne konstant kalder vi for –ρ2. Det følger deraf at 2
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være en konstant for alle værdier af y, denne konstant kalder vi for –σ2:  
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Sammenhængen mellem separationskonstanterne β, ρ og σ er således:  
β
2
 = ρ
2
 + σ2   (47) 
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Løsningerne til X(x) og Y(y) skal nu vælges med omhu. Her kommer de fysiske betingelser 
under vores eksperiment ind i billedet. Vi har valgt en forsøgsopsætning hvor pladerne er spændt 
fast på en vibrator i centrum af pladen. Det skaber den tvangsbetingelse at centrum af pladen ikke 
kan være nodal. Matematisk set betyder det at cosinusfunktionen vil være at foretrække i løsningen, 
da her vil være antinode i midten for lige værdier af m og n, hvilket er afbilledet i figur 6. 
 
Figur 6[Lavet i graphcalc]: Graf af cos(x), (rød), og cos(2x), (grøn).x-aksen går fra 0 til 2π og y-aksen fra -1 til 1. Det 
ses at Cosinus-funktionen har maksimum i midten. 
Som løsningerne til X(x) og Y(y), vælger vi da X(x) = Acos(ρx) og Y(y) = Bcos(σy). Den 
samlede løsning for den vertikale forskydning af pladen hedder således, z = Acos(ρx) Bcos(σy) ± 
Ccos(ρy) Dcos(σx), ud fra reglen om at enhver linearkombination af to løsninger også er en løsning.  
For tvangsbetingelsen at funktionen skal have maksimum på midten af pladen opfyldes skal 
cos(ρx) = 1 for x = 
2
xL
, hvilket betyder at piρ mLx =
2
, hvor m er et positivt helt tal. Isoleres ρ fås: 
xL
mpiρ 2= . På samme måde får vi for at 
yL
npi
σ
2
= , hvor n er et helt positivt tal. Det ses at m- og n-
værdierne er et udtryk for hvor mange, henholdsvis horisontale og vertikale nodallinier der er i 
resonansmønstret.  
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Figur 7[Lavet i Microsoft paint]: I koordinatsystemet er afgrænset et rektangel af linierne  x=0, y=0,x=Lx og y=Ly. 
 
For kvadratet L = Lx = Ly, som er et specialtilfælde af rektanglet se figur 8, er det samlede 
udtryk for pladens nodallinier, således den samlede løsning for z = 0.
 
z = Ecos(
L
mpi2
x) cos(
L
npi2 y) ± Fcos(
L
mpi2 y) cos(
L
npi2
x) = 0,  (48) 
 Ud fra definitionen at enhver linearkombination af to løsninger til én lineær 
differentialligning også er en løsning, hvor E = AB og F = CD. Her ses m- og n-værdiernes 
betydning, sættes F = 0 ses det, at der vil være m nodallinier parallelt med y-aksen og n linier 
parallelt med x-aksen. Samme model bruger Mary D. Waller også i hendes artikel ”Vibrations of 
free square plates” fra 1939. Hvor hun kalder den for; ” The appropriate equation for constructing 
the approximate nodal systems of a plate of side L” [Waller, 1939].  
 
4.2 Mathematica 
For at få visualiseret de forskellige (m,n) mønstre fra modellen (48), er det praktisk med et 
computer program til at lave beregningerne. Det var anderledes for Waller, Chladni, Raylaigh etc., 
som konstruerede mønstrene i hånden, uden hjælp fra hverken lommeregnere og computere. Den 
matematiske computer software ”Mathematica” sparede os herved en masse tid og kræfter. Med 
programmet var vi i stand til at visualisere den svingende plade på baggrund af vores model. Vi har 
valgt m- og n- værdier der hænger sammen med dem vi i forsøget har kunnet få frem. I vores 
eksperiment blev m og n talt ved hjælp af Waller’s metode, som beskrevet i hendes artikel 
”vibrating free square plates”. m- og n-værdierne kan således tælles ved først at tælle antallet af 
linier langs en pladekant, hvilket svarer til m-værdien og derefter tælle antallet af linier der skærer 
diagonalen, hvilket svarer til m + n. De undersøgte m- og n-værdier er således: (2,0), (2,2), (4,4), 
(4,2), (6,2) og (6,4).  
Vi har for hver (m,n) indsat fire billeder; to med henholdsvis E = 0 og F = 0, og en for 
henholdsvis:  
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z = Ecos(
L
mpi2
x) cos(
L
npi2 y) + Fcos(
L
mpi2 y) cos(
L
npi2
x) = 0  (49) 
og  
z = Ecos(
L
mpi2
x) cos(
L
npi2 y) – Fcos(
L
mpi2 y) cos(
L
npi2
x) = 0  (50), 
som netop er vores model. 
Figur 8[Lavet i Mathematica]: Figuren viser løsninger til (48) for henholdsvis (m,n) lig (2,0),(4,2),(6,2) og (6,4), i hver 
deres respektive kolonne. De fire rækker viser forskellige løsninger for henholdsvis F=0, E=0, plus og minus. Hvor plus 
og minus hentyder til ±  i (18). Farvekoden skal forstås således at, sort betyder ingen forskydning af pladen 
(nodallinier), Blå er negativ forskydning og Rød/Orange er positiv forskydning. 
 (m,n) = (2,0) (m,n) = (4,2) (m,n) = (6,2) (m,n) = (6,4) 
F=0 
  
 
 
E=0 
 
 
 
 
Plus 
 
 
 
 
Minus 
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 Det fremgår af ligningen at (m,n) par hvor m = n ikke er særligt spændende, da minus 
funktionen vil blive nul og plus funktionen vil blive 2Ecos(
L
mpi2
x) cos(
L
mpi2 y) = 0. Dette giver et 
simpelt gittermønstre med m linjer parallelt med x og m linjer parallelt med y, hvor amplituderne er 
ens E = F. Billederne fra Mathematica ses ovenover. 
 
4.3 Blandingsmønstre 
Ved at studere sammenhængen mellem separations konstanterne β, ρ og σ, kan en 
bemærkelsesværdig opdagelse gøres. Ud fra sammenhængen at β2 = ρ2 + σ2 kan vi skrive: 
⇔








+





=
22
2 22
yx L
n
L
m pipiβ 2
2
2
2
2
yx L
n
L
m
+= piβ    (51) 
Den interessante konklusion man kan drage fra denne ligning er, at det burde være muligt at finde 
forskellige par af m- og n-værdier for rektangler, med samme tilhørende β-værdi, hvor β hænger 
sammen med svingningsfrekvensen f.  
 Sammenhængen mellem svingningsfrekvensen og β får vi når vi kigger på det 
tidsafhængige produkt T(t) (41): 
)(
22
2
)(
2
)(
22
2
)(
2
0 t
t
t
t Tc
t
T
Tc
t
T ββ −=
∂
∂
⇔=+
∂
∂
   (52) 
Der blandt andre har en løsning af formen: 
( )ctAT t βcos)( =    (53), 
det ses at leddet βc må være lig vinkelfrekvensen ω og da piω 2f=  har vi sammenhængen: 
c
f piβ 2=    (54), 
hvor c, hastigheden af lydbølgen, som tidligere gennemgået er en konstant for et givent materiale. 
Det ses at det altså vil være teoretisk muligt at finde forskellige nodalmønstre med samme 
svingningsfrekvens, ved et givent forhold mellem længderne af siderne. 
Indsættes (54) i (51) fås: 
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2
2
2
2
yx L
n
L
m
cf +=    (55)1 
 
4.3.1 Udregning af længdeforhold for rektangler med blandingsmønstre 
 Vil vi have to forskellige nodalmønstre med samme frekvens, opstiller vi ligningen: 
2
2
2
2
2
2
2
2
yxyx L
q
L
p
L
n
L
m
c
f
+=+=    (56), 
hvor (m,n) ≠ (p,q),  er to forskellige nodalmønstre. I den forbindelse kunne det være interessant at 
se på for hvilke længde forhold mellem siderne, disse kombinationsmønstre kan opstå. Sætter vi 
f.eks. Lx = 1 og isolere for Ly, får vi: 
22
22
2
2
2
2
2
2
2
2
22
2
22
11 pm
nqL
L
qp
L
n
m
L
qp
L
nm
y
yyyy −
−
=⇔+=+⇔+=+    (57) 
Begrænsningen kommer af at højresiden ikke må være negativ, hvilket betyder at  
q > n og m > p. Det ses at der findes utallige kombinationsmuligheder, indsættes f.eks. 
kombinationen m = 6, n = 0, p = 2 og q = 4, (6,0) og (2,4) fås Ly: 
Ly= 22
22
26
04
−
−
= 0.7071   (58) 
På et rektangel hvor forholdet mellem siderne er 1:0.7071 vil de to nodalmønstre (3,0) og (1,2) altså 
have samme frekvens. Ligeså vil f.eks. kombinationen (8,2) og (4,6) have samme frekvens ved 
sideforholdet 1:0,816. 
Ly= 22
22
48
26
−
−
= 0.816   (59) 
 Nodal mønstret for en rektangulær membran med frie kanter vil være bestemt af 
ligningen (59), [Waller, 1961]: 
z = Acos(
xL
mpi2
x) cos(
yL
npi2 y) = 0   (60) 
                                                 
1Chladnis lov: Det fremgår ligeledes af (22) at vi ud fra bølgeligningen har deduceret os frem til Chladni’s lov (fundet udelukkende ud fra 
empiriske data), der jo siger ( ) 2/122 nmCf += . For en kvadratisk plade hvor L = Lx = Ly, bliver (22) nemlig til ( ) 2/122 nm
L
cf += , 
hvor c jo er en materialekonstant ligesom C. 
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± ledet fra kvadratet, forsvinder da (m,n) og (n,m) mønstrene ikke vil have samme frekvens som på 
kvadratet. Blandingsmønstrene vil da være givet ved ligningen: 
Acos(
xL
2mpi
x) cos(
yL
npi2 y) + Bcos(
xL
2ppi
x) cos(
yL
qpi2 y)   (61) 
Ly, m, n, p og q skal overholde ligning (57), hvor Lx er sat til 1. I hvilket forhold nodalmønstrene 
blander sig er bestemt af amplituderne A og B. Det ses hvis B=0 vil mønstret være rent (m,n) og 
omvendt for A=0 et rent (p,q) mønster. I hvilket forhold mønstrene vil blande sig kan vi ikke afgøre 
på nuværende tidspunkt. Der følger herefter den visuelle fremstilling af blandingsmønstrene med de 
specifikke sideforhold, fra eks. (58) og (59), fra Mathematica. 
Blanding (6,0) og (2,4) (8,2) og (4,6) 
 
A = 0 
B = 4 
 
 
 
A = 1 
B = 3 
 
 
 
A = 2 
B = 2 
 
 
 
 
A = 3 
B = 1 
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A = 4 
B = 0 
 
 
 
A = -1 
B = 3 
 
 
 
A = -2 
B = 2 
 
 
 
A = -3 
B = 1 
 
 
Figur 9[Lavet i Mathematica]: På figuren ses blandings mønstrene for (6,0), (2,4)i første kolonne og (8,2), (4,6) i 
anden kolonne, fundet som løsninger til (61). Rækkerne repræsenterer forskellige blandingsforhold, altså forskellige 
værdier af amplitudekonstanterne A og B. 
                                      
5. Eksperimenterne   
 I dette afsnit vil der blive kort redegjort for de to væsentlige forsøg, som er blevet udført. 
Herunder formål, materialer, resultater og kort om forløbet. Dette er vigtigt, da eksperimenterne 
som sagt spiller en central rolle i vores projekt. De to forsøg er udført med hver deres 
indgangsvinkel, men fremgangsmåde til dem begge er stort set den samme. Derfor vil materialer og 
fremgangsmetode kun blive skrevet under et afsnit. Kun enkelte materialer har afveget mellem de to 
forsøg, hvilket vil blive belyst. Dette skyldes dels, at vi blev bedre til at rette potentielle fejlkilder 
mens forsøget skred frem og dels at de to forsøg har to forskellige indgangsvinkler. 
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5.1 Materialer 
Fælles for begge forsøg: Hamonisk oscilator, funktionsgenerator/tonegenerator 15Hz med 
indbygget forstærker, frekvenstæller, ledninger, pudsemiddel(cellulosefortynder), klude, hørerværn, 
varmeblæser, meget fint glassand, unbrakonøgle, Sony Erikson K750i 2 MegaPixel kamera og 
spiseske. 
Specifikt for forsøg med kvadrater: 3 kvadratiske plader, alle 150*150mm af tykkelserne 1mm; 
1,5mm og 2mm. 
Specifikt for forsøg med rektangler: 2 rektangulære plader i forhold 1: 0,816 og 1: 0,707, hvor 
målene var 1*200*163,3mm og 1*200*141,4mm og trefod.  
 
5.2 Eksperiment fremgangsmåde 
 Forsøgene blev indledt med at pudse pladerne med cellulosefortynder, for at sikre de ikke 
var fedtet. Herefter blev de fastspændt på vibratoren med en skrue. Følgende brugte vi 
varmeblæseren, for at sikre alt fugt blev fjernet. Funktionsgeneratoren blev koblet til vibratoren og 
herfra kunne frekvens og amplitude kontrolleres. Pladen blev strøet med et fint lag sand og 
vibratoren blev tændt. Hver gang vi ramte en resonansfrekvens, med tilhørende mønstre, blev den 
noteret og skitseret i vores logbog og et foto blev taget. 
 
5.3 Kvadrater: 
  I disse forsøg blev de kvadratiske plader benyttet. Forsøgene har haft to formål i rapportens 
endeligt. Som beskrevet i teorien er den model vi bruger baseret på bølgeligningen, som netop 
beskriver bølger i membraner og ikke i plader. Umiddelbart skulle man tro, at dette ville forhindre 
os i at bruge denne model. Forskellen på netop plader og membraner er den tredje dimension, som 
primært repræsenteres med en tykkelse. Derfor har vi undersøg tre lige store kvadratiske plader, 
med tre forskellige tykkelser, for at bestemme hvorvidt tykkelse har nogen reel indflydelse på 
udformningen af mønstrene.  
Under forsøgene med kvadraterne nåede vi op på ekstremt høje frekvenser over 
5000Hz, hvilket resulterede i at vi fik dannet adskillige detaljerede mønstre. Vi var i den 
sammenhæng også nødsaget til at udskifte den oprindelige funktionsgenerator med en som var 
bedre egnet til at komme op i de høje frekvenser. 
Der blev lavet to forsøg, hvoraf det ene viste usikre resultater pga. 
funktionsgeneratoren, som derefter blev erstattet i det andet forsøg. Alle resultater blev bekræftet, 
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hvor nogle blev mere specificeret. Under samme forsøg blev der tilføjet et par ekstra materialer i 
form af en trefod og en frekvenstæller. Sidstnævnte, da vi under første forsøg oplevede at 
funktionsgeneratoren hoppede i frekvens, hvilket gjorde resonansfrekvenserne usikre. 
Frekvenstælleren opfangede den egentlige frekvens direkte fra funktionsgeneratoren. Derudover 
designede teknikeren en trefod til os, hvormed vi sikrede os at vibratoren og dermed pladen stod 
helt plan. 
 
 
Figur 10: Billeder af vores endelige forsøgsopstilling, som blev brugt i det sidste forsøg med kvadraterne og i begge 
med rektanglerne. På billedet ses pladen med sand på ovenpå vibratoren der står på en trefod. Den gule boks er 
funktionsgeneratoren med indbygget forstærker. Ovenpå står frekvenstælleren. 
 
5.4 Rektangler: 
 Forsøgene med rektanglerne udgør projektets hovedforsøg, som bliver brugt til besvarelse af 
problemformuleringen. De to rektangulære plader, som er blevet brugt er specialfremstillet på 
baggrund af vores model. Som beskrevet i modellen kan man med specifikke sideforhold få 
blandingsmønstre frem, hvor to mønstre har samme eller næsten samme resonansfrekvens. Formålet 
med forsøget var at fremstille de specifikke blandingsmønstre og derefter vurdere, ved 
sammenligning med resultaterne fra modellen, hvilke mønstre blandingsmønstrene var sammensat 
af og i hvilket forhold de to mønstre opstod i. Det sidste kunne kun løses ved udførelse af 
eksperimentet.  
 
6. Resultater 
  I dette afsnit vil vi gøre rede for de mønstre vi har observeret under vores forsøg og som har 
relevans for rapportens problemstilling. For at give overblik over alle mønstrene er der lavet en 
  - 32 -   
tabel for hver plade i de respektive forsøg, hvor frekvensen og mønstret er angivet. Det skal 
understreges at alle fotografier i følgende afsnit er taget af os selv  og er fra vores egne forsøg. 
  
6.1 Forsøg med kvadrater af forskellig tykkelse 
Forsøg med tre kvadratiske plader, alle med sidemålene 150*150mm. De tre plader har tykkelserne 
1mm, 1.5mm, 2mm. Formålet med dette forsøg var at finde ud hvilken indflydelse, hvis nogen, 
tykkelsen af pladen har på resonansmønstrene og deres tilhørende resonansfrekvenser. Vi 
gennemførte forsøget 2 gange for alle plader, men med den forskel at vi anden gang skiftede til en 
mere præcis frekvensgenerator, vi har derfor medtaget det sidste forsøg i vores resultater. Vi har 
medtaget billeder fra forsøget med pladen der var 1mm tyk, da det viste sig at mønstrene var 
identiske ved alle tre tykkelser. 
 
Plade nr. 1 (1*150*150mm): 
Mønster:     1          2       3      4      5     6 
Plade 1:  
1*150*150mm 
190Hz 552Hz 1060H
z 
1627Hz 2697Hz 3223Hz 
Mønster:     7       8 
Plade 1:  
1*150*150mm 
3608Hz 4792Hz 
Tabel 1: Viser sammenhæng mellem resonansfrekvenser og mønstrer på plade nr.1 (1*150*150mm) 
 
 
Plade nr. 2(1,5*150*150mm):  
Mønster:     1         2      3     4     5     6 
Plade 2:  
1,5*150*150mm 
270Hz 830Hz 1598Hz 2406Hz 3960Hz 4747Hz  
Tabel 2: Viser sammenhæng mellem resonansfrekvenser og mønstrer på plade nr.2 (1,5*150*150mm) 
 
Plade nr. 3(2*150*150mm):              
Mønster:     1         2       3       4      5 
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Plade 3: 
2*150*150mm 
400Hz 1130Hz 2160Hz 3200Hz 5254Hz 
Tabel 3: Viser sammenhæng mellem resonansfrekvenser og mønstrer på plade nr.3 (2*150*150mm) 
 
 
 
 
 
 
 
Mønster  1                                     Mønster 2                                             Mønster 3 
 
 
Mønster 4 Mønster 5 Mønster 6 
 
 
 
Mønster 7 Mønster 8  
Figur 11[Egne fotografier]: Viser de otte første nodalmønstre for forsøget med pladen af dimensionerne 
(1*150*150mm).  
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6.2 Forsøg med blandingsmønstre på rektangler 
 
Plade nr. 1(141*200mm): 
Mønster:     1     2      3     4      5     6 
Plade 1: 
 141*200mm 
111,9Hz 114,5Hz 228Hz 452Hz 685Hz 1026Hz 
Mønster:      7      8     9     10    11    12 
Plade 1: 
141*200mm 
1430Hz 1618Hz 2218Hz 2456Hz 3195Hz 3546Hz 
Tabel 4: Viser sammenhæng mellem resonansfrekvenser og mønstrer på plade nr.1 (1*141*200mm) 
 
                                            
  
 
Mønster 1 Mønster 2 Mønster 3 
 
 
 
Mønster 4 Mønster 5 Mønster 6 
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Mønster 7 Mønster 8 Mønster 9 
 
 
 
Mønster 10 Mønster 11 Mønster 12 
Figur 12[Egne fotografier]: Viser de 12 første nodalmønstre for forsøget med pladen af dimensionerne 
(1*200*141mm).  
 
Plade nr. 2(163,3*200mm): 
 
Mønster:     1     2     3      4     5      6     7 
Plade 2:  
163,3*200mm 
117Hz 174- 
190Hz 
389Hz 666Hz 910Hz 1293Hz 1744Hz 
Mønster:     8     9     10    11    12     13     14 
Plade 2:  
163,3*200mm 
2008Hz 2171Hz 2709Hz 3236Hz 3661Hz 4646Hz 4955Hz 
Mønster:    15     16    17    18 
Plade 2:  
163,3*200mm 
5178Hz 5374Hz 6602Hz 6920Hz 
 
Tabel 5: Viser sammenhæng mellem resonansfrekvenser og mønstrer på plade nr.2 (1*163,3*200mm) 
 
  
 
Mønster 1 Mønster 2 Mønster 3 
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Mønster 4 Mønster 5 Mønster 6 
 
 
 
Mønster 7 Mønster 8 Mønster 9 
 
 
 
Mønster 10 Mønster 11 Mønster 12 
 
 
 
Mønster 13 Mønster 14 Mønster 15 
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Mønster 16 Mønster 17  
Figur 13[Egne fotografier]: Viser de 18 første nodalmønstre for forsøget med pladen af dimensionerne 
(1*200*163,3mm). 
 
7. Data Analyse 
 I dette afsnit vil sammenhængen mellem eksperiment og model blive analyseret, gennem 
sammenligning af data fra både eksperiment og model. Samtidigt vil vi analysere vores data fra 
eksperimentet med kvadratiske plader, med henblik på sammenhængen mellem tykkelse og 
resonansfrekvens. 
 
7.1 Model og eksperiment, kvadratiske plader 
 Der vil i følgende afsnit blive analyseret over overensstemmelsen mellem vores model og 
eksperiment for kvadratiske plader. 
 Det står hurtigt klart at der ved sammenligning af vores model og eksperiment, at de ikke 
stemmer overens. Det ses på billederne i figur 14, når vi sammenligner dem fra Mathematica med 
dem taget under vores forsøg. Med lidt god vilje er det dog til at se en hvis familiaritet. 
 
Mathematica 
(modellen) 
(m,n) = (2,0) (m,n) = (4,2) (m,n) = (6,2) (m,n) = (6,4) 
Plus 
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Minus 
 
 
 
 
Figur 14[Lavet i Mathematica]: Figuren viser løsninger til (48) for henholdsvis (m,n) lig (2,0),(4,2),(6,2) og (6,4), i 
hver deres respektive kolonne. De to rækker viser forskellige løsninger for henholdsvis plus og minus, hvor plus og 
minus hentyder til ±  i (48). Farvekoden skal forstås således at, sort betyder ingen forskydning af pladen (nodallinier), 
Blå er negativ forskydning og Rød/Orange er positiv forskydning. 
 
 
Figur 15[Egne fotografier]: Figuren viser henholdsvis (2,0), (4,2),(6,2) og (6,4) mønstrene på et kvadrat som vi fik frem 
under vores eget forsøg. Vi har talt m- og n-værdierne med metoden Mary D. Waller har beskrevet i artiklen 
”Vibrations of  free square plates: Part I. Normal vibrating modes, 1939”. 
 
Det ses at (2,0) mønsteret fra forsøget tilnærmelsesvis kan beskrives som to diagonaler. Hvilket er 
netop er hvordan (2,0)minus mønstret i modellen ser ud. Det er værd at bemærke at afvigelsen i de 
to mønstre er lokaliseret omkring skruen i midten. På samme måde ses det at (4,2) mønstret fra 
forsøget bærer en hvis lighed med (4,2)plus mønstret fra modellen, (6,2) fra forsøget ligner 
(6,2)plus fra modellen og (6,4) fra forsøget ligner (6,4)plus fra modellen. Hvorfor der er denne 
uoverensstemmelse, vil blive diskuteret i diskussionsafsnittet. 
 
7.2 Model og eksperiment, rektangler og blandings mønstre 
Der vil i følgende afsnit blive analyseret på overensstemmelsen mellem vores model og 
eksperiment for de rektangulære plader og blandingsmønstrene. 
             (2,0)           (4,2)             (6,2)               (6,4) 
 
 
 
 
  - 39 -   
 Som vi har set i det foregående afsnit er overensstemmelsen mellem model og eksperiment 
ikke tilfredsstillende, idet at modellen ikke fuldstændigt opfylder de tvangsbetingelser, vores 
forsøgsopstilling sætter for pladerne. Det samme gør sig gældende for de rektangulære plader, men 
kan man se bort fra de ”små” forskelle er der faktisk meget at hente.  
 Fra vores model kunne vi se at to specielle par af (m,n) værdier kunne have samme frekvens 
på et rektangel med tilsvarende specielle sideforhold. For at (m,n) værdierne (6,0) og (2,4) skulle 
have samme frekvens fandt vi at rektanglet nødvendigvis måtte have sideforholdende 1:0,7071. At  
 (6,0) og (2,4) har samme frekvens på dette rektangel, betyder at de vil opstå på samme tid og 
blande sig i et blandingsmønster, hvori begge optrådte i mere eller mindre grad, men i hvilket 
forhold er ikke til at udlede fra vores model. Blandingsmønstret bestående af (8,2) og (4,6) vil 
ligeledes opstå på plader med sideforholdende 1:0,816. Vi fik derfor lavet en serie af forskellige 
blandingsforhold for de to rektangler i Mathematica. Som vi så ville kunne sammenligne med vores  
eksperimentelle mønstre. For 1:0,7071 rektanglet var den bedste match mellem model og 
eksperiment følgende: 
Figur 16[Første billede er eget fotografi, de tre følgende er lavet i Mathematica]: viser den bedste match mellem  
model og eksperiment for blandingsmønstret 
(6,0) og (2,4) på et rektangel med sideforhold 1:0,707. Billederne  fra modellen viser mønstrene for forskellige 
blandingsforhold  for amplituderne A og B.. jævnfør model afsnit. 
 
Vores mulighed for a sammenligne mønstrene er udelukkende visuel, da det på et blandingsmønster 
ikke er muligt at tælle m og n værdier og på den måde sammenligne dem. Overensstemmelsen 
mellem de to mønstre er meget vag, men det synes rimeligt at antage, at havde det ikke været for 
vibrator-skruen i midten ville ligheden have været mere slående. Dette bygger vi på at hvis den lille 
nodalcirkel i midten ikke havde været der, kunne man forestille sig at linjerne rundt om ville blive 
trukket nærmere centrum. Det vil dog kun kunne være antagelser, og det er derfor ikke muligt ud 
fra vores forsøg at konkludere noget om blandingsforholdet for dette mønster. Udover at det kunne 
  Forsøg:  (6,0) og (2,4)       (6,0) og (2,4)    A=1 B=3 (6,0) og (2,4)      A=2 B=2 (6,0) og (2,4)      A=3 B=1 
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tænkes at være et ca. ligevægtigt forhold A=B, idet det ud fra en visuel sammenligning er det 
mønster der passer bedst med eksperimentet. 
 For (8,2) og (4,6) blandingsmønstret på rektanglet med sideforhold 1:0,816, er det igen 
muligt at finde at finde et mønster fra eksperimentet der stemmer nogenlunde overens med 
blandingsmønstrene fra modellen. Her er ligheden dog mere slående. 
(8,2) og (4,6)  1:0,816 (8,2) og (4,6)  A=4 B= 0 (8,2) og (4,6)  A=-1 B=3 (8,2) og (4,6)  A=-2 B=2
 
 
 
Figur 17[Det første billede er eget fotografi de tre følgende er lavet i Mathematica]: Viser den bedste match mellem 
model og eksperiment for blandingsmønstret (8,2) og (4,6) på et rektangel med sideforhold 1:0,816. Billederne fra 
modellen viser mønstrene for forskellige blandingsforhold for amplituderne A og B. Jf. modelafsnit. 
Det ses at det udvalgte mønster stemmer nogenlunde overens med A= -1, B = 3 blandingen. Der er 
dog den væsentlige forskel at der er tilføjet et ekstra par diagonaler. Uoverensstemmelsen vil blive 
diskuteret i diskussionen.   
 
7.3 Pladetykkelse og nodalmønstre 
 Der vil i dette afsnit blive givet en analyse af vores forsøg med kvadratisk plader i 
forskellige tykkelser. Hovedformålet med forsøget var at bestemme om tykkelsen af pladen havde 
nogen indflydelse på udseendet af nodalmønstrene. Udover dette blev det undersøgt hvilken 
sammenhæng der var mellem resonansfrekvenserne og tykkelsen. 
 Det kan konkluderes at nodalmønstrene var de samme på de tre forskellige plader af 
forskellig tykkelse. Det eneste der varierede var deres tilhørende resonansfrekvenser.Et eksempel er 
givet i figur 18. 
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                1mm                1,5mm               2mm 
 
 
 
Figur 18: Viser mønster 3, på kvadraterne af henholdsvis 1, 1,5 og 2mm’s tykkelse. 
 
Mønster:     1       2      3     4      5 
Plade 1:  
1*150*150mm 
190Hz 552HZ 1060Hz 1627Hz 2697Hz 
Plade 2: 
1,5*150*150mm 
270Hz 830Hz 1598Hz 2406Hz 3960Hz 
Plade 3: 
2*150*150mm 
400Hz 1130Hz 2160Hz 3200Hz 5254Hz 
Tabel 6: Tabellen ovenfor er lavet udefra det sidste forsøg med kvadratiske plader i forskellige tykkelser. I tabellen 
indgår de 5 første nodalmønstre på de tre kvadratiske plader med deres tilhørende resonansfrekvenser. Der skal 
bemærkes at de samme mønstre opstår ved forskellige frekvenser for hver plade.  
                                                 
Det ses at mønstrenes resonansfrekvenser stiger når pladen bliver tykkere, vi undersøger 
sammenhængen. Tabel 7 viser forholdet mellem pladetykkelserne og forholdet mellem mønstres 
resonansfrekvenser ved de forskellige tykkelser. 
Mønster:     1      2     3     4     5 
Plade 2/ plade 1: 
1,5mm/1mm = 1,5 
1,42 1,5 1,5 1,48 1,47 
Plade 3/plade 2: 
2mm/1,5mm= 
1,333 
1,48 1,36 1,35 1,33 1,33 
Tabel 7: Viser forholdet mellem resonansfrekvenserne for de samme mønstre på forskellige plade tykkelser.  
 
 Som det fremgår af tabel 7 ligger alle forhold mellem resonansfrekvenserne af plade 
1 og 2 tæt på tykkelsesforholdet 1,5. Den samme beregning er foretaget mellem plade 2 og 3, hvor 
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forholdet mellem tykkelserne er 1,333. Endnu engang fremgår det af tabellen, at forholdet mellem 
de tilhørende resonansfrekvenser ligger tæt op af forholdsfaktoren 1, 333. Vi kan altså konkludere 
at forholdet mellem pladernes tykkelse og forholdet mellem frekvenserne stemmer overens med 
hinanden. Ergo må resonansfrekvensen være proportional med tykkelsen. En sammenhæng, som 
også er afbilledet i figur 19: 
Sammenhæng mellem egenfrekvens og 
pladernes tykkelse
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Figur 19[Lavet i Microsoft excel]; Ovenover kan der ses 5 grafer for hvert mønstre, her er x-aksen pladens tykkelse og 
y-aksen er frekvenserne af vores resultater fra tabel 6. Her kan man tydelig se den proportionale sammenhæng mellem 
egenfrekvensen og tykkelsen af pladen.  
 
8. Diskussion 
 Der vil først blive indledt med en diskussion af den teoretiske model baseret på 
bølgeligningen, for at sikre at antagelsen om brug af bølgeligningen som model er tilstrækkelig. 
Herefter vil resultaterne blive diskuteret og sammenlignet med lignende forsøg, som Waller har 
udført og de uperfekte mønstre vil blive diskuteret. Det vil også blive diskuteret hvordan vores 
forsøgsopstilling har været med til at forvrænge mønstrene, og hvordan man evt. kunne forbedre 
denne. 
 
8.1 Diskussion af teoretisk model 
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I det følgende vil der blive diskuteret, hvorvidt bølgeligningen kan bruges, som teoretisk 
model i rapporten. Dette vil både blive diskuteret på baggrund af rapporter om Wallers arbejde med 
Chladni mønstre og på baggrund af forsøget med kvadratiske plader. 
Wallers metode til at få de ”rigtige” nodalmønstre frem, indebar at stille pladen på små 
gummiføder placeret under nodallinierne for det pågældende mønster der ønskedes frembragt. Til at 
vibrere pladerne brugte hun en lille spids kompakt tøris, som fik denne til at vibrere når den kom i 
kontakt med pladen. Denne forsøgsopstilling tillader pladerne at svinge næsten frit[Waller 1961]. 
Sammenligner man billedresultaterne af Wallers forsøg af frie kvadratiske plader med 
billedresultaterne fra computermodellen, designet på baggrund af bølgeligningen, stemmer disse 
godt overens, se fig. 20.  
       plus      minus       plus      minus 
 
 
(2,0) 
 
 
  
 
 
(4,0) 
 
 
  
 
 
(4,2) 
 
 
  
 
 
(6,2) 
 
 
 
 
 
 
(6,4) 
 
 
  
Figur 20 [Waller, 1939]: De farvede billeder viser mønstrene lavet i Mathematica, med vores model baseret 
på bølger i membraner. Sort hvid billederne er fra forsøg udført af Mary D. Waller, udgivet i afhandlingen 
”Vibrations in free square plates” fra 1939. Det ses at mønstrene fra modellen og eksperimentet er i god 
overensstemmelse. 
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Dette er bemærkelsesværdigt, eftersom den teoretiske model er bygget på baggrund af en 
vibrerende fri membran og ikke en fri plade. Dermed har vi fået bekræftet vores hypotese om at en 
tynd plade godt kan opfattes som en membran, når nodalmønstrene skal beskrives matematisk.  
I Mary D. Wallers artikel ”vibabrating free square plates” fra 1939, sammenlignede hun to 
konstruerede mønstre, som byggede på henholdsvis en løsning til Germains ligning og en løsning til 
bølgeligningen. Det ses at konstruktionerne er næsten ens.  
 
Figur 21 [Waller, 1939]:Fra venstre; den første figur er et fotografi af Mary D. Wallers eget forsøg med frie vibrerende 
kvadratiske plader. Det midterste billede er en skitse af et mønster konstrueret ud fra modellen baseret på svingninger i 
frie membraner. Det sidste billedet er ligeledes en skitse, men modsat det midterste er dette konstrueret ud fra løsningen 
til Germains ligning, som bygger på teorien for vibrerende frie stænger. 
 
Det første billede i figur 21 er et fotografi af Mary D. Wallers eget forsøg med vibrerende 
kvadratiske frie plader. Det midterste billede er en skitse baseret på en løsning til bølgeligningen i 
to dimensioner. Den sidste tegning er en skitse baseret på en løsning af Germains ligning, beskrevet 
i teoriafsnittet: 3.2.3 Bølger i plader. Det er værd at bemærke fra figur 21, at det faktisk er figuren 
konstrueret ud fra bølgeligningen der ligner mønstret fra eksperimentet bedst. Det peger altså på at 
en model baseret på bølgeligningen kunne være den bedste approksimation til eksperimentet. 
 
8.2 Uperfekte mønstre  
Der er blevet fastslået, at forsøget med de to specielfremstillede rektangulære plader ikke 
var vellykket. I det følgende vil der blive diskuteret hvorledes dette kan forklares ved hjælp af det 
andet forsøg med kvadratiske plader, og om hvorvidt det er modellen som er forkert eller det 
praktiske eksperiment. Derudover vil der blive refereret til Mary D. Waller, og hendes arbejde 
omhandlende uperfekte mønstre, idet det i en vis udstrækning kan kaste lys på fejlene og manglerne 
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i vores model og forsøg. Der vil også blive gjort en sammenligning med Wallers uperfekte mønstre 
og vores eksperimentelle mønstre.   
Mary D. Waller skriver i sin posthume udgivelse: ”Chladni figures: a study in symetri”, om 
såkaldte uperfekte nodalmønstre. Hvilket hun definerer som nodal mønstre der ikke repræsenterer 
en ”normal mode”. Her skal det forstås at det er muligt eksperimentelt at få nodalmønstre frem på 
en given plade der ikke er en ”normal mode” for den givne plade. Ved udtrykket ”normal mode” 
mener Waller mønstre der ville opstå i en perfekt fri plade, altså de mønstre der svare overens med 
den matematiske model for plader.  
 Ved perfekt forstås en plade der er af perfekt homogent materiale, har perfekt homogen 
tykkelse og har de samme fleksibilitetsegenskaber på alle leder, hvilket ikke er tilfældet i metal 
plader der er fremstillet ved mekanisk rulning[Waller, 1961].  
Ved en fri plade skal forstås en plade der er fri til at vibrere uden nogle former for udefra 
givne hæmninger, en plade der er spændt fast i midten, som det er tilfældet med et bækken, kan 
ikke vibrere frit og nodalmønstrene vil derfor i følge Waller være forvrængede [Waller, 1961]. 
 
8.3 Diskussion af forsøg med kvadratiske plader  
I dette tilfælde viser det sig også at model og eksperiment ikke stemmer tilstrækkeligt 
overens. Dette kan vurderes i form af, at mønstrene fra eksperimentet på de kvadratiske plader, ikke 
ligner de tilsvarende mønstre fra modellen. Dette kan dog forklares på baggrund af Wallers studier 
af uperfekte mønstre. I hendes artikel fra 1940 ”Vibration of free square plates: Part II. 
Compounded normal modes”, medbringes tre billeder af uperfekte nodal mønstre, alle spændt fast 
med en skrue i centrum. Se figur 22: 
 
        (4,2)            (6,2)      (4,4)  (6,0) 
 
  
Figur 22[Waller, 1940]: Mary D. Waller beskriver de tre mønstre som ”Figures showing distortion due to central 
screw” [Waller, 1940]. Det første mønster fra højre er et blandingsmønster bestående af mønstrene (4,4) og (6,0).  
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Her er det bemærkelsesværdigt, at pladerne er skruet fast med en skrue i midten, som 
forudsætter at der altid vil være en node i midten. Alligevel går der ikke nodallinier igennem 
centrum, som det er tilfældet hos de perfekte mønstre, når midten optræder i nodal tilstand, se figur 
20. Endnu mere bemærkelsesværdigt er det, at mønstrene stort set er magen til dem vi har fået i 
vores forsøg med kvadratiske plader. Hertil kan man sandsynligvis slutte, at vores mønstre er i 
kategori med de såkaldte uperfekte mønstre. Der er dog en anden mere bemærkelsesværdig 
observering, idet vores skrue ikke stod stille, men derimod sad på vibratoren og dermed stod for at 
vibrere pladen.  
               (4,2)                  (6,2)           (4,4)   (6,0) 
 
 
 
 
Figur 23: Tre billeder fra vores egne forsøg med kvadratiske plader. 
 
De to sæt mønstre i figur 22 og 23, altså Wallers uperfekte mønstre og mønstrene fra vores 
forsøg om kvadratiske plader, adskiller sig stort set sig kun fra hinanden lige omkring skruen i 
centrum. I Wallers uperfekte mønstre ligger der sig en lille smule sand helt tæt rundt om skruen, 
hvilket man også ville forvente da skruen i hendes forsøg er en node. Til forskel ligger sandet sig 
derimod i en lille nodalcirkel rundt om skruen i vores eksperiment. Sandet danner en cirkel rundt 
om skruen og ligger dermed ikke sig helt op ad den, som hvis skruen havde dannet en node. 
Vibrator-skruen i vores eksperiment opfører sig altså ikke som en node, hvilket vi også selv havde 
resoneret os frem til. Samtidigt virker skruen heller ikke som det modsatte, altså en antinode med 
lige så stor amplitude som vi ser det f.eks. i figur 20.  
 
8.4 Diskussion af vibratorskruen som en fysisk belastning 
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Vi antog altså at skruen i midten automatisk måtte være en antinode, eftersom den vibrerede 
op og ned. Af denne grund har vi kun betragtet cosinusløsningerne, som netop opfylder at der 
eksisterer en antinode i midten, jf. modelafsnit med figur 6. Lad os derfor kigge på (4,2) mønstret 
som det ser ud i vores model, vores eksperiment og i Wallers forsøg uden skrue i midten: 
(4,2)plus (4,2)plus             (4,2)plus 
 
 
 
Figur 24: Det første billede i farver viser (4,2)plus mønstret fra vores matematiske model. Det andet billede i 
sort/hvis viser (4,2) Mønstret fra Wallers forsøg [Waller, 1939]. Det sidste billede er fra vores eksperiment med 
kvadratiske plader. 
 
Det ses at Wallers eksperimentelle mønster stemmer overens med mønstret lavet ud fra den 
matematiske model. Mønstrene i figur 24 viser en tydelig antinode i centrum af pladen, nodalcirklen 
rundt om centrum i de to første billeder, har en radius der omtrent er den samme som for 
kvartcirklerne i hvert af de fire hjørner. Disse er begge tydelige afbildninger af eksempler på 
mønstre med antinoder i midten. 
Modsat, betragter vi det sidste billede, fremgår det at nodalcirklen rundt om centrum har en 
langt mindre relativ radius, i forhold til det ”uforvrængede” nodalmønster. Dette formoder vi 
skyldes at amplituden for skruens vibration er låst fast. Resten af pladen, når der rammes en 
resonansfrekvens, vil derfor svinge med højere amplitude end centrum. Hvilket er hvorfor 
nodalcirklen omkring centrum er tilsvarende mindre i vores eksperiment. I sidste ende udgør 
vibratorskruen altså en belastning på svingningerne i pladen. 
 Vores antagelse, om at centrum af pladen med vores forsøgsopstilling altid vil være en 
antinode, holdt stik. Men at vi i vores model ikke tog højde for at den fastlåste amplitude, ville 
hæmme resonansen i centrum af pladen og derfor forvrænge mønstret. Denne påstand er vi ikke 
stødt på i litteraturen. Det synes dog rimeligt at antage ud fra figur 24, at hvis amplituden ikke var 
fastlåst i vores eksperiment ville nodalcirklen i centrum være større og de buede linier ind mod 
centrum ville blive skubbet ud og blive lige, som det ses i de to andre billeder i figur 24.  
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8.5 Diskussion af alternativ forsøgsopstilling 
 Vi har i projektet erfaret at vores forsøgsopstilling giver såkaldte uperfekte mønstre. Hvilket 
har medført problemer idet vores model ikke var tilstrækkelig til at reproducere mønstrene fra 
eksperimentet rigtigt. Der vil i dette afsnit derfor blive gjort nogle overvejelser over måder at 
forbedre overensstemmelsen mellem model og eksperiment. 
 For det første har vi jo set at Mary D. Waller var i stand til at lave en forsøgsopstilling, der 
kunne producere uforvrængede mønstre, eller perfekte mønstre som hun kaldte dem. I hendes 
opstilling blev pladerne hvilet på gummidutter placeret under nodallinjerne, således at pladerne 
kunne vibrere frit. Til at vibrere pladerne brugte hun en lille spids kompakt tøris, holdt ned mod 
pladen med en pincet. Wallers mønstre stemmer meget fint overens med vores model, se figur 20. 
Havde vi brugt Wallers forsøgsopstilling ville vores blandingsmønstre muligvis have stemt bedre 
overens med modellen. 
 Vi har fundet ud af at vores forsøgsopstilling laver mønstre med antinode i midten som vi 
havde forventet, men at den var for lille i forhold til mønstrene fra modellen. Hvilket har ledt os 
frem til den konklusion, at vibratoren har en begrænsende effekt på amplituden i centrum når pladen 
resonere. Hvis man skulle prøve at forbedre vores forsøgsopstilling, ville man altså skulle lave en 
vibrator der ikke låste amplituden fast. Om end det er muligt, ved vi ikke. 
 
9. Konklusion 
 Vi konkluderer i afsnit 13.1 at vores model om blandingsmønstre desværre ikke stemmer 
overens med vores forsøg, selvom mønstrene minder om hinanden. Vi fandt dog ud af at mønstrene 
fra vores forsøg var forvrængede udgaver at mønstrene fra modellen. På trods af forvrængningen 
kunne det dog med nogen usikkerhed bestemmes hvilke mønstre fra eksperimentet der 
korresponderede med hvilke fra modellen. Det burde altså være muligt at finde ud af i hvilket 
blandingsforhold, givne blandingsmønstre fremkommer i. I forbindelse med pladen med 
sideforholdene 1:0,7071, vurdere ved sammenligning med modellen, at (3,0), (1,2) 
blandingsmønstret ca. optræder i forholdet A = B. Dvs. at begge mønstre optræder lige meget i 
blandingen. I forbindelse med den anden plade med sideforholdene 1:0,816, vurdere vi at (8,2), 
(4,6) blandingsmønstret ca. optræder i forholdet A= -1 og B = 3. Der er dog knyttet en stor 
usikkerhed til begge resultater. 
 Derudover fik vi bekræftet gennem forsøget med kvadratiske plader, at en model bygget på 
bølgeligningen for membraner, er en tilstrækkelig god approksimation til vores formål. Deraf kan vi 
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konkludere at det må være de fysiske rammer for vores eksperiment, som ikke stemmer overens 
med modellen.  
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12. Appendix 
  
                                             Forsøg 1 –Og dertilhørende forløb     
Den 16/4 2007 
 
Forsøget er en gentagelse af Chladnis forsøg med vibrerende plader tilbage i 1800-
tallet, men med nyere apparatur og måleudstyr end dengang naturligvis. Formålet er endnu ikke helt 
fastsat, men med forsøget vil vi under søge selve Chladni mønstrene og sammenhængen med 
tilhørende frekvens. Derudover vil vi sammenligne hele forsøget med tidligere Chladni-forsøg. Ved 
observation af mønstrene og tilhørende frekvens er der yderligere mulighed for at efterprøve den 
endnu så gamle Chladni formel fra 1800 tallet. Alt i alt vil forsøget tjene som et pilotforsøg. 
 
Materialer: Aluminium plader i hver størrelse: 1 stk. 1mm*150 * 150mm, 1 stk. 1,5mm*150 * 
150mm, 1 stk. 2mm*150 * 150mm, 1 stk. 1,5mm*160 * 150mm, 1 stk. 1,5mm*170 * 150mm, 1 
stk. 1,5mm*190 * 150mm og 1 stk. 1,5mm*75 * 150mm,  
Apparatur: Varmeblæsermaskine, harmonisk Oscilator, funktionsgenerator 15 MHz, forstærker og 
ledninger 
Andre ting: Pudsemiddel, hørerværn, klud, kaffe, meget fint sand, alm. fint sand, fint salt, alm. salt 
og spiseske. 
. 
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Funktionsgeneratoren kan variere på både amplitude og frekvens, hvor amplituden måles i 
volt. Forstærkeren er tilknyttet funktionsgeneratoren, da funktionsgeneratoren alene ikke har styrke 
nok til at sætte vibratoren i svingninger, specielt ved høje frekvenser. 
 
Fremgangsmåde: 
• Det første forsøg bliver med en 1,5 * 150 * 150mm aluminiumplade. 
• Pladen placeres på vibratoren ved et hul i midten af pladen og skrues fast. 
• Der strøers almindelig fint strandsand på pladen. 
• Sandet virker umiddelbart for groft, da vi ikke opfanger skyggen af nogen mønstre ved 
nogen frekvenser. 
• Vi forsøger herefter at bruge det helt fine sand, men der sker stadig ikke rigtigt noget. 
• Pladen er sandsynligvis fedtet eller at sandet er fugtigt, så vi pudser vi pladen med et 
pudsemiddel, som gør overpladen mere glat. 
• Derefter tørre vi pladen med en varmeblæser, således sikrer vi at pladen ikke er fugtig. 
• Endelig begynder der at ske noget!! 
• Ved ca. 100 Hz ses der to lige streger, men herefter sker der ikke meget, pladen er muligvis 
for tyk. 
• Vi forsøger med en tyndere plade som er 1*150*150mm, herefter vil pladen muligvis svinge 
bedre. 
• Denne renses naturligvis også med pudsemiddel og blæses med varmeblæseren. 
• Ved 157 Hz dannes der to cirkler og herefter fortsætter vi op i hertz, men vi bliver hurtigt 
utålmodige og skifter strøelse. 
• Ved brug af det fine salt dannes en tydeligere cirkel ved 171 Hz og en amplitude på 10V. 
• Herefter skifter vi endnu engang til alm. salt, som vi ender med at bruge gennem resten af 
forsøget. 
• Følgende resonansfrekvenser som vi fandt frem, bliver indsat i tabellen nedenunder.  
 
Ved helt præcist 557,66 Hz rammer vi resonansfrekvensen, da mønstret nu ligger helt stille, 
modsat før hvor det stadig hoppede. Der kan samtidigt høres en klar forandring i frekvenstonen, det 
er dog svært at afgøre om den bliver højere eller mindre 
Gennem forsøget har vi afgrænset vores brug af materiale til det endelige forsøg og vi har 
fået bekræftet at mønstrene kan fremmanes. Herfra vil vi bruge 1mm tykke plader og meget fint 
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sand. Derudover er det nødvendigt at medbringe meget effektive ørepropper, idet tonen fra 
vibratoren er ulidelig. Vi benyttede vi brugen af pudsemiddel, da dette affedtede pladerne, således 
sandet placering ved viberation ikke blev forstyrret af en fedtet plade. Af samme grund brugte vi en 
varmeblæser, for at sikre os at al fugt var væk. Derudover fandt vi, at det meget fine glassand 
egnede sig bedst til forsøget og lavede de mest nøjagtige mønstre. 
Resultatoversigt: 
Plade 1:  
1*150*150mm 
157Hz 171Hz 196,8Hz 218,4Hz 225Hz 227,8Hz 228,8Hz 
Plade 1: 
1*150*150mm 
435,5Hz 540Hz 557,6Hz 897Hz    
 
 
Forsøg 2 – og dertilhørende forløb 
Den 19/4 2007 
Ved dette forsøg vil vi undersøge sammenhængen mellem netop tykkelsen på kvadratiske 
plader og bølgebevægelse samt frekvens af pladen.  
 
Materialer: 3 aluminiumsplader med tykkelsen 1mm, 1,5mm og 2mm, alle på 150 * 150mm. 
Apparatur: Varmeblæsermaskine, harmonisk Oscilator, to forskellige funktionsgenerator 15 MHz, 
hvor det ene er automatisk tilkoblet til en forstærker, ledninger. 
Andre ting: Pudsemiddel, hørerværn, klud. Meget fint sand, papir og spiseske. 
 
Det nye i dette forsøg er at fik vi muligheden for at benytte en funktionsgenerator, hvor den 
automatisk er tilkoblet en forstærker, som gør den meget kraftig. Begyndelsesprocessen ved alle 
plader er netop det samme som i forsøg 1, hvilket ikke gennemgås ved denne fremgangsmåde.   
 
Fremgangsmåde:  
• Vi indleder forsøget med at undvære forstærker, da det umiddelbart virker som om, 
funktionsgeneratoren er kraftfuld nok til at fremmane mønstre på pladen. Dette skyldes at 
når man netop rammer resonansfrekvenserne, vil bølgerne resonere så meget, at de er i stand 
til at flytte på det fine sand.  
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• Efter at have fundet de første to resonansfrekvenser på pladen 1mm, virker det faktisk som 
om det er lettere at se de præcise resonansfrekvenser, idet sandet nærmest ikke bevæger sig 
ud fra øjemål, før frekvensen når de eksakte resonansfrekvenser. 
• Af samme grund er det ikke muligt at genopdage de samme mønstre som vi gjorde i første 
forsøg. Dette kan derfor muligvis skyldes at disse ikke var eksakte resonansfrekvenser, men 
blot tilnærmelige. 
• Desværre finder vi det sidste mønster ved 550 Hz, da funktionsgeneratoren ikke længere er 
stærk nok til at flytte på sandet, vi er altså nødsaget til at tilslutte en funktionsgenerator. 
• Herfra prøver vi at genskabe alle fundne mønstre fra forsøg 1, hvilket med forstærker 
lykkedes meget godt. 
• Det lykkedes ligeledes at genskabe de to lodrette streger samt de to halvcirkler med bug 
mod midten. Mellem disse befinder sig en klar overgangsfase, da mønstrene nærmest glider 
ind i hinanden, når frekvenser varierer. 
• Vi skruer yderligere op for frekvensen og de to halvcirkler bevæger sig tættere på hinanden 
længere ind mod midten i en glidende overgang. Altså opfører mønstrene sig, som om der er 
resonansfrekvens ved alle frekvenser, hvilket naturligvis ikke kan være tilfældet. 
• Lige inden de to cirkler danner et diagonalt kryds på pladen skifter mønstret form til en 
elipse. Dette sker under konstant forøgelse af frekvensen.  
•  Øger man derimod frekvensen med et mindre decimal en af gangen, ses en interessant 
opførsel. I intervallet mellem 227 – 229Hz virker bølgebevægelserne og dermed Chladni 
mønstrene usikre, mens mønstret danner form fra to cirkler til en elipse mens der øges med 
0.1 decimal af gangen. Efter et par sekunder falder sandet igen tilbage til formen der danner 
de to halvcirkler. Hvad kan forklaringen være til dette fænomen? 
• Vi finder resonansfrekvenser ved: 190Hz, 550Hz, 1050Hz, 1600Hz, 2652Hz, 3172Hz (kun 
når Johannes drejer på knappen opstår dette mønster), 3550Hz og 4720Hz. 
Plade nr. 2: 
• Her skiftes der plade med en tykkelse på 1,5mm, men pladen er stadig et kvadrat på 150 
*150mm. Dvs. vi varierer kun tykkelsen. 
• At finde resonansfrekvenserne på denne plade går hurtigere, da vi allerede er velkendte 
med rutinen. 
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• Vi finder resonansfrekvenser ved: 230Hz, 296,7 Hz, 322,2Hz, ca. 330-334Hz er det hele 
meget usikker med glidende overgange, 816Hz, 1575Hz, 2359Hz, 3950Hz, 4759Hz, 
5345Hz.  
• Generelt ser vi de samme mønstre, som med plade 1. Disse fremkommer dog i højere 
frekvenser som forventet. 
Plade nr. 3: 
• Vi finder resonansfrekvenser på samme måde med denne plade, som er 2mm tyk og 
150*150mm kvadratisk. 
• Vi finder resonansfrekvenser ved: 400Hz, 416-423Hz kan mønstret ikke rigtigt bestemme 
sig, som det var tilfældet med de andre plader, 1130-1110Hz, 2130Hz, 3182Hz og ved 
5100Hz. 
 
Gennem dette forsøg med de tre plader ved tre forskellige tykkelser, har vi endnu engang 
fået bekræftet at Chladnimønstrene er forholdsvis lette at fremmane. Det er også denne gang 
lykkedes os at fremmane de mere detaljerede og flotte mønstre, som han også lavede. Det viste sig, 
at det var de samme mønstre som opstod på alle tre plader, blot ved forskellige frekvenser. 
Derudover ved vi indtil, at jo tykkere pladen er, des højere er resonansfrekvenserne. Så opdagede vi 
at amplituden i virkeligheden ikke har noget at sige overhovedet i forhold til resonansfrekvenserne. 
Amplituden er blot et værktøj til at fremmane nodallinierne for det blotte øje.  
 
Resultatoversigt: 
Plade 1:  
1*150*150
mm i Hz 
190 550 1050 1600 2652 3172 3550 4720   
Plade 2: 
1,5*150*15
0mm i Hz 
230 296,7 322,2 330- 
334 
816 1575 2359 3950  4759 5345 
Plade 3: 
2*150*150
mm i Hz 
400 416- 
423 
1130- 
1110 
2130 3182 5100     
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Forsøg 3 –og den tilhørende forløb 
Den 23/4 2007 
 
Vores formål med dette forsøg er at efterprøve resultaterne, som vi fandt i forsøg 2. Vi 
oplevede gentagende problemer med funktionsgeneratoren og havde svært ved at aflæse 
resonansfrekvenserne helt nøjagtigt.  
 
Materialer: 3 aluminiumsplader med tykkelsen 1mm, 1,5mm og 2mm, alle på 150 * 150mm og 
meget fint sand.  
Apparatur: Harmonisk Oscilator el. funktionsgenerator 15 MHz, forstærker, ledninger og frequncy 
counter eller frekvenstæller. 
Andre ting: Pudsemiddel, hørerværn, en firkantede ståfod af aluminium, papir og spiseske 
 
Vi har fået to nye materiale til rådighed. Det er en frequncy counter eller frekvenstæller og 
en aluminium trefod. En frekvenstæller måler frekvensen ved tilkobling af en ledning fra 
funktionsgeneratoren til frekvenstælleren. Signalet fra funktionsgeneratoren bliver splittet i to, hvor 
det ene sendes gennem forstærkeren og det andet gennem frekvenstælleren. Den firkantede trefod 
havde teknikeren lavet til os, da vores forsøgsbord står lidt skævt, hvilket gjorde at det fine sand 
gled ud over pladen og ned på bordet. Begyndelsesprocessen ved alle plader er den samme som i 
forsøg 1, hvilket ikke gennemgås ved denne fremgangsmåde.   
 
Fremgangsmåde: 
Plade nr. 1: 
• Til det første forsøg brugte vi pladen med 1*150 * 150mm.  
• Vores vejleder/ teknikeren forslog vi skulle finde en lige ståfod til vibratoren i fysikrummet. 
Da vi ikke kunne finde en passende ståfod til vibratoren, lavede teknikeren en af aluminium 
til os. 
• Vi fik lagt ståfoden under vibratoren og begyndte med forsøget. 
• Ved 320 Hz observer vi en overgang fra en elipse til en firkant.  
• Ved 2697 Hz blev der dannet et mønster med en elipse i midten på pladen og 2 små halv 
cirkler ved hver side på pladen. Dette varierede ligeledes en smule fra forsøg 2. 
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• Vi fik et meget flot og indviklet mønster ved 3223 Hz. Problematisk nok opstod det kun, når 
Johannes drejede på knappen.  
• Herefter skaffede vi en frekvenstæller. Således fandt vi ud af, at hver gang vi indstillede 
frekvensen på funktionsgeneratoren, lavede den et kort spring i frekvensen, hvor springet 
størrelse var afhængig af frekvensen.  
• Vi finder resonansfrekvenser ved 190Hz, 320Hz, 552Hz, 1060Hz, 1627Hz, 2697Hz, 
3223Hz, 3608Hz og 4792Hz 
Plade nr. 2: 
• Til den næste forsøg brugte vi pladen med 1,5 *150 * 150mm  
• Det første mønstre var en cirkel, dog var cirklen meget utydeligt, men blev mere præcis ved 
270 Hz. 
• Det næste mønster blev en elipse, hvor pladen resonerede meget kraftigt ved 298 Hz. 
• Vi skruede frekvensen højere op og der blev dannet to vandrette linier(medianer) allerede 
ved frekvensen 320 Hz.  
• Fra medianer blev der dannet to vandrette halvcirkler ved 335 Hz, og i takt med at 
amplituden skrues ned, bliver der dannet antinode midt på plade, dvs. mønstret er skiftet til 
diagonaler. Når amplituden blev skruet op, bestod mønstret af to lodrette halvcirkler, og 
derefter af to lodrette linier.   
• Vi finder resonansfrekvenser ved 270Hz, 298Hz, 320Hz, 335Hz, 830Hz, 1598Hz, 2406Hz, 
3960Hz og 4747Hz. 
Plade nr. 3: 
• Til den sidste forsøg brugte vi pladen med 2 *150 * 150mm  
• Da vi skruede højere op for frekvensen blev det svært at læse frekvensen ved overgangen fra 
cirkel til de to lodrette medianer, da frekvenstælleren ikke kan læse så lave frekvenser.  
• Vi finder resonansfrekvenser ved 400Hz, 1130Hz, 2160Hz, 3200Hz og 5254Hz.  
 
Resultatoversigt: 
Plade 1:  
1*150*150mm 
190Hz 320HZ 552Hz 1060Hz 1627Hz 2697Hz 3223Hz 3608Hz 4792Hz 
Plade 2: 
1,5*150*150mm 
270Hz 298Hz 320Hz 335Hz 830Hz 1598Hz 2406Hz 3960Hz 4747Hz 
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Plade 3: 
2*150*150mm 
400Hz 1130Hz 2160Hz 3200Hz 5254Hz     
 
 
Under dette forsøg opdagede vi, at de samme mønstre opstod ved alle tre kvadrater. Ergo 
har tykkelsen ikke nogen indvirkning på mønstrets form, men blot på resonansfrekvensen, præcis 
samme konklusion som i forsøg 2. Resultaterne af dette forsøg vil dog være de resultater, som vi vil 
bruge i rapporten, da de repræsentere mere nøjagtige beregninger, som følger af frekvenstælleren. 
 
Forsøg 4 – og dertilhørende forløb 
Den 27/4 2007 
Vi vil udføre dette forsøge med rektangulære plader. Formålet ved dette forsøg er en 
undersøgelse af mønstre på rektangulære plader. Derefter vil vi sammenligne dette med forsøgene 
omhandlende de kvadratiske plader og undersøge en overgang med de to former for geometriske 
figurer. 
 
Materialer: aluminiumsplader med størrelser 1 stk. 1,5mm, 150*160mm, 1 stk. 1,5mm, 
150*170mm, 1 stk. 1,5mm, 150*190, 1 stk. 1,5mm, 100*200mm.  
Apparatur: Harmonisk Oscilator, funktionsgenerator m. indbygget forstærker, frekvensoptæller og 
ledninger 
Andre ting: Pudsemiddel, meget fint sand, klude, varmeblæser, hørerværn, en firkantede ståfod af 
aluminium og spiseske 
 
Frekvenstælleren er, som i sidste forsøg i brug, da vi har bemærket noget mærkværdige 
opførsler, som har vækket undren. Det viser sig at funktionsgeneratoren ikke virker helt optimalt, da 
frekvensen stiger hurtigere end skærmen viser. Når man så stopper med forøgelse af frekvensen, vil 
den efter et øjeblik lægge sig i den frekvens, som er vidst på skærmen. Dette blev opdaget, efter 
tilslutning af frekvenstælleren. Trefoden er naturligvis i brug, således sikrer vi at pladen står helt 
vandret. Begyndelsesprocessen ved alle plader er netop den samme som i forsøg 1, hvilket ikke 
gennemgås ved denne fremgangsmåde.   
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Fremgangsmåde: 
Plade 1: 
• Vi tilslutter samtlige apparater og benytter os først af pladen der er 150*190mm, hvorfor 
lige den er der ingen forklaring på. 
• Vi finder resonansfrekvenser ved 200 Hz, 317Hz, 682Hz, 1120Hz, 1595Hz, 2261Hz, 
2934Hz, 3403Hz og 4712Hz. 
• Ved alle resonansfrekvenser er man ikke i tvivl, dvs. vi finder ingen mærkelige overgange 
mellem frekvenserne eller lignende, som det var tilfældet med kvadratet. 
Plade 2: 
• Vi påmonterer nu pladen på 150*170mm. 
• Vi finder resonansfrekvenser ved 244Hz, 318Hz, 743Hz, 1351Hz, 1739Hz, 2135Hz, 
3442Hz, 3922Hz og 4235Hz. 
• Præcise resonansfrekvenser uden mærkværdige overgange. 
Plade 3: 
• Vi sætter den nye plade på, som er 150*160mm, altså næsten kvadratisk. 
• Vi finder resonansfrekvenser ved 272Hz og vi opfanger, at der her findes overgange, hvor 
det er svært at bestemme frekvenser. 
• Ved 295Hz begynder mønstre at bøje. 
• Ved 300Hz ca., har den krænget sig helt ud af. 
• Ved 316Hz bliver den til to diagonaler. 
• Herefter begynder den at gå den anden vej. 
• Mellem 322-329Hz opfører mønstrene sig meget mystiske, virker som om de ikke kan 
bestemme hvilket mønster de vil være. 
• Men i 330Hz hopper den fra diagonalerne til de to vandrette streger. 
• Vi finder resonansfrekvenser ved 272Hz, 330Hz, 794Hz, 1420Hz, 1858Hz, 2289Hz, 
2511Hz, 3738Hz og 4634Hz. 
Plade 4: 
• Nu skal vi lave forsøget med den sidste plade med 1* 75*150mm. 
• Det første mønster vi fik ved 284Hz var to lodrette medianer tæt ved midten. 
• Vi skruer op for frekvensen til 510, og der sker ikke nogen stor forandring ved mønsteret, de 
to medianer går mere ud mod siden. 
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• Nu gå vi højere op i frekvensen, ved 606 Hz resonere pladen, men vores mønstre er meget 
utydelig.  
• Herefter laver vi forsøget præcis som de andre forsøg, altså vi går højere op i frekvensen, og 
der fremkommer forskellige flotte mønster. De sidste mønstre er tydeligere end det forrige 
mønster ved 606 Hz. 
• Vi finder resonansfrekvenser ved 284Hz, 510Hz, 606Hz, 1097Hz, 1825Hz, 2052Hz, 
3720Hz, 4718Hz og 6331Hz. 
Så snart vi bruger rektangulære plader står vi overfor flere udfordringer, alt bliver 
mere kompliceret. Før vidste vi at begge sider havde samme længder og derfor samme 
forudsætninger for at svinge, denne gang er siderne ikke lige lange og har derfor ikke 
forudsætninger. 
 
Resultatoversigt: 
Plade 1: 
150*190mm 
200Hz 317HZ 682Hz 1120Hz 1595Hz 2261Hz 2934Hz 3403Hz 4712Hz 
Plade 2: 
150*170mm 
244Hz 318Hz 743Hz 1351Hz 1739Hz 2135Hz 3442Hz 3922Hz 4235Hz 
Plade 3: 
150*160mm 
272Hz 330Hz 794Hz 1420Hz 1858Hz 2289Hz 2511Hz 3738Hz 4634Hz 
Plade 4: 
 150*75mm 
284Hz 510Hz 606Hz 1097Hz 1825Hz 2052Hz 3720Hz 4718Hz 6331Hz 
 
 
Forsøg 5 – og dertilhørende forløb 
Den 3/5 2007 
 Vi har fået specielfremstillet to nye plader med specifikke sideforhold. Forholdet mellem 
disse sider fremkalder nogle blandingsmønstre, som består af to forskellige resonansfrekvenser, der 
mødes ved samme frekvens. Kort sagt er formålet med dette forsøg så at finde frem til disse 
specifikke resonansfrekvenser, hvor mønstret består af to forskellige mønstre.  
 
Materialer: Aluminium plader med størrelser; 1mm*200mm*141,4mm og 
1mm*200mm*163,3mm. 
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Apparatur: Harmonisk Oscilator, funktionsgenerator m. indbygget forstærker, frekvensoptæller og 
ledninger. 
Andre ting: Pudsemiddel, meget fint sand, klude, varmeblæser, hørerværn, en firkantede ståfod af 
aluminium og spiseske. 
 
Med de to plader operer vi med forholdet; 1: 0,816497, hvor mønstrene (8,2) og (4,6) 
optræder, altså (n,m) og forholdet; 1: 0,707, hvor mønstrene (3,0) (1,2) optræder. Begge plader er 
skåret ud med præcision, da det er nødvendigt ved dette forsøg, helt nøjagtigt med 3/100 deles 
præcision. Skåret ud med en frase eller laser. Begyndelsesprocessen ved alle plader er netop det 
samme som i forsøg 1, hvilket ikke gennemgås ved denne fremgangsmåde.   
 
Fremgangsmåde: 
 Plade 1: 
• Vi pudser pladerne, men lægger ud med pladen med målene 200mm*141,4mm. 
• Ved 111,9Hz kan vi se 2 lodrette streger dog kun i midten, men disse er opdelt i 4 lige store 
streger, som kan ses på mønstre 1 ved resultat afsnit. 
• Ved 114,5Hz samler de 4 streger i midten, så der er to lodrette streger. Her kan vi noget 
besynderlig, de to streger drejer sig mod venstre.  
• Ved 228Hz kan vi se to vandrette streger i midten.   
• Ved 452Hz kan vi se en mønstre som er os meget bekendt, altså en cirkel i midten og 4 små 
halvcirkler der buer ved hver hjørne.  
• Herefter går vi igennem de samme fremgangsmåder som de tidligere forsøg ved at skrue op 
for frekvensen. Til sidst får vi 8 meget pæne mønstre ved 685Hz, 1026Hz, 1430Hz, 1618Hz, 
2218Hz, 2456Hz, 3195Hz og 3516Hz. 
 
Resultatoversigt: 
Plade 1: 
141*200mm 
111.9Hz 114,5HZ 115,4Hz 228Hz 452Hz 685Hz 1026Hz 1430Hz 
 
1618Hz 2218HZ 2456Hz 3195Hz 3546Hz    
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 Vi opdagede, at hvis man ventede med at drysse sand på pladen til den ren faktsik svingede 
med sin resonansfrekvens, så blev mønstret pænere. Det er nemlig også muligt at hører hvornår 
resonansfrekvensen bliver ramt. 
 
Forsøg 6 – og dertilhørende forløb 
Den 7/5 2007: 
    Da vi ikke blev færdige med vores forsøg nr. 5 den 3/5 2007, forsætter vi med forsøget, 
dog med en anden aluminiumsplade med et andet sideforhold, som også skulle fremmane 
blandingsmønstre.  
 
• Nu går vi videre med forsøget, men vi bruger den anden plade med målene 200*163,3mm. 
• Ved 3423Hz fik vi et mønster frem, som ikke var tydeligt nok for at kunne aflæse den.  
• Ved forløbet kom vi frem til en masse flotte mønster ved højere frekvens, mønster som vi 
ikke har haft kendskab til i de tidligere forsøg.  
• Vi finder resonansfrekvenser ved 117Hz, 174-190Hz, 389Hz, 666Hz, 910Hz, 1293Hz, 
1744Hz, 2008Hz, 2171Hz, 2709Hz, 3236Hz, 3423Hz, 3661Hz, 4646Hz, 4955Hz, 5178Hz, 
5374Hz, 6602Hz og 6920Hz. 
 
 
Resultatoversigt: 
Plade 2: 
163,3*200mm 
117Hz 174- 
190Hz 
389Hz 666Hz 910Hz 1293Hz 1744Hz 2008Hz 
 
2171Hz 2709Hz 3236Hz 3423Hz 3661Hz 4646Hz 4955Hz 5178Hz 
 
5374Hz 6602Hz 6920Hz      
 
Mønstrene er nu observeret. Nu skal de endvidere sammenlignes med de forventede 
blandingsmønstre og dermed vurderes, hvorvidt modellen passer til eksperimentet.  
